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A la suite du cours de Mécanique du solide de P. Agati, Y. Brémont et G. Delville, il était normal de réunir 
dans un même ouvrage l’ensemble de la Mécanique appliquée, nécessaire aussi bien aux étudiants de BTS que 
ceux d’IUT. 

• La première partie de ce livre concerne la Résistance des Matériaux. Les connaissances acquises en terminale y 
sont approfondies et complétées, notamment par des notions d’élasticité plane. Le chapitre 10 concerne la mise 
en œuvre de logiciels de Résistance des Matériaux et leur utilisation à travers trois exemples simples. 

• La deuxième partie concerne la mécanique des fluides et la thermodynamique appliquées. Les automatismes 
hydrauliques ou pneumatiques sont suffisamment utilisés industriellement pour qu’un technicien, quelle que 
soit sa spécialité en ait quelques notions. Nous avons cherché à éviter les développements mathématiques trop 
abondants et pas toujours correctement maîtrisés à ce niveau. Nous avons par contre insisté très largement sur 
les applications industrielles : Dimensionnement et commande des vérins ; fonctionnement des compresseurs, 
etc. 

• De nombreux exercices, tous avec réponse permettront aux étudiants de tester l’avancement de leurs 
connaissances. 

• Nous serons très honorés de recevoir les critiques et les suggestions, aussi bien de nos collègues que des 
étudiants qui auront utilisé cet ouvrage. 
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modélisation des liaisons 
et des actions mécaniques 
de liaison 



Une liaison mécanique entre deux pièces (ou deux groupes 
de pièces) est un ensemble de dispositions constructives 
permettant à ces deux pièces d’avoir l’une par rapport à 
l’autre, certaines libertés de mouvement et de permettre la 
transmission de certains efforts. 

Nous savons que pour réaliser une liaison, au sens cinémati- 
que, il est en général nécessaire d’associer un certain 
nombre de liaisons mécaniques élémentaires. Nous savons 
également, nous l’avons vu en technologie, que pour réaliser 
une liaison, plusieurs solutions, c’est-à-dire plusieurs systè- 
mes de liaisons mécaniques élémentaires sont possibles. 




1 .2. DIFFÉRENTS TYPES DE 
CONTACT 



1.1. REMARQUE PRÉLIMINAIRE 



La poutre dont on étudie la résistance ou la déforma- 
tion est en contact avec le milieu extérieur. Ce 
contact peut se réaliser de différentes façons ; exem- 
ple : soudure, roulement à billes, emmanchement 
forcé, clavetage etc... Il convient d’analyser correcte- 
ment chaque contact en vue d’en donner un modèle 
qui, tout en étant simple, ne s’éloigne pas trop de la 
réalité. 

Notons qu’en résistance des matériaux, le calcul des 
contraintes et des déformations n’a de sens que si on 
place la coupure fictive assez loin des forces concen- 
trées. 

Notons également qu’en résistance des matériaux, le 
principe de calcul des déformations exclut la possibi- 
lité de modéliser une action mécanique répartie par 
les éléments de réduction d’un torseur. 

Suivant le but poursuivi, il est donc évident que la 
modélisation des actions mécaniques de liaison pren- 
dra une forme différente et il faudra faire preuve de 
discernement avant d’entreprendre ce travail. 



Dans ce paragraphe, les deux solides en contact sont 
supposés indéformables. 

La géométrie des contacts ne peut se décrire facile- 
ment qu’en utilisant un repère local associé au 
contact. 

Pour chaque cas particulier, ce repère Si (A, x, y, z) 
sera défini très clairement. Notons que Si n’est lié à 
aucun des deux solides en présence. Le choix de Si va 
dépendre des caractéristiques géométriques du 
contact : 

— L’origine A de Si est le centre géométrique du 
contact. Quand les deux surfaces de contact ont un 
centre de symétrie, ce point sera le centre A du 
repère local associé. 

— La base locale associée est en général construite à 
partir d’un vecteur unitaire x qui constitue le vecteur 
caractéristique du contact de la liaison, x sera tou- 
jours porté par la normale au plan tangent commun 
ou par l’axe de symétrie de la liaison. 

— Notons que la base 3i(x, y, z) sera toujours 
orthonormée directe. 



— Si une seconde direction privilégiée existe, nor- 
male à x, elle sera repérée par y. 

http://fribok.blogspot.com/ 
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1.2.1. Contact ponctuel 

Deux solides 1 et 2 sont en contact au point 
A s’ils sont indéformables et si en A, et quel que soit 
le plan de coupe passant par A, ils ont un rayon de 
courbure différent. 

Soit P (A, y, z) le plan tangent commun en A et 
{A, x ) la normale en A à ce plan P (fig. 1.1). 

Notons qu’au contact en 
A, l’effort de contact de 1 
sur 2 noté A (1 -► 2 ) s’exerce 
nécessairement au seul 
point A. Un tel contact est 
„ une vision purement théori- 
que puisque cet effort provo- 
querait une pression de 
contact théoriquement infi- 
nie et donc un écrasement 
local autour du point A, 
qui doit nécessairement 
conduire à considérer une surface de contact finie, 
même si celle-ci est très petite. 

1.2.2. Contact linéique 

On se limitera à deux types de ligne de contact 

— contact linéique rectiligne (fig. 1.2) 

— contact linéique circulaire (fig. 1.3). 

Contact linéique rectiligne 

(5 ) est la génératrice de contact 
A est le milieu de la ligne de contact. 

(A, x) est la normale au plan tangent commun. 

(A, y ) est l’axe porté par la génératrice (5 ). 




On se limitera géométriquement au cas du contact 
d’une bille sphérique de centre O dans une gorge 
cylindrique droite de même rayon. 

L’arc de cercle de contact appartient au plan normal 
en O à l’axe de la gorge. 

A est confondu avec le centre O de la bille. 

(A, x) est porté par l’axe de la gorge cylindrique. 



L’arc de cercle de contact appartient au plan 
(A r y, z). 

Notons que l’effort de contact de 1 -»• 2 est dans les 
deux cas réparti sur la « ligne de contact ». La 
modélisation ne peut se faire que si l’on connaît la 
densité linéique de force et la façon dont elle est 
répartie. 

Comme dans le cas du contact ponctuel, un contact 
linéique est une vision purement théorique puisqu’il 
engendrerait un écrasement local autour de la ligne 
de contact. 

1 .2.3. Contact surfacique 

Si nous supposons qu’autour du point A, il existe 
pour les solides 1 et 2 deux surfaces et S 2 qui ont la 
même forme géométrique et qui coïncident parfaite- 
ment, alors on peut dire que le contact 1-2 est 
surfacique (fig. 1.4). 

Pratiquement, ces surfaces de contact ont une forme 
qui peut être générée par des outils : 

— surfaces planes ; 

— surfaces cylindriques ou coniques de révolution ; 

— surfaces sphériques ; 

— surfaces hélicoïdales (filets). 

La définition du repère associé à ces contacts obéit à 
la règle énoncée au paragraphe 1.2. 

L’effort de contact de 1 -» 2 est réparti sur la surface 
de contact (S) (fig. 1.4). 




Au point P e S, notons d/(l -> 2 ) l’effort élémentaire 
de contact qui s’exerce sur la surface élémentaire 
ds qui entoure P : 

g(l- >2 ) = ^ 2 -) 
ds 

est la densité surfacique de force au point P lorsque 
ds -► 0. 

S’il est possible de connaître dans Si (A, x, y, z) les 

composantes de 5 (1 -> 2 ) en tout point P e S, alors 
la modélisation de l’action mécanique de contact est 
possible. Notons qu’en général, un cas de contact 
surfacique ne peut se modéliser que si 
|| 5(1 — »• 2 ) || = Cte ou répartie linéairement et si la 




surface de contact (S) présente des axes ou des plans 
de symétrie, 

blogspot.com/ 
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Nota : Quant le nombre de degrés de liberté est égal à 
zéro, les deux pièces sont en liaison complète ; on dit : 
liaison d'encastrement. 

Quand le nombre de degrés de liberté est égal à six, les 
deux pièces n’ont aucune liaison ; on dit : liaison libre 
(ce cas ne sera pas étudié). 



2 . 1 . DÉFINITION D UNE LIAISON 
PARFAITE 



2 . 3 . PARAMÉTRAGE DES 
LIAISONS 



Une liaison parfaite est une liaison telle que : 

— les possibilités de mouvement relatif sont obte- 
nues à partir de surfaces de contact, géométrique- 
ment parfaites, qui ont entre elles un jeu de 
fonctionnement supposé nul, 

— le contact de ces surfaces est supposé sans 
adhérence. 

Une liaison parfaite est donc une liaison théorique, 
tant du point de vue géométrique que du point de 
vue de la nature physique du contact. 



2 . 2 . NOTION DE DEGRÉS DE 
LIBERTÉ 

Considérons deux pièces 1 et 2 liées, sans que soit 
précisée la nature de cette liaison. Soit 3i{A, x, y, z) 
le repère local associé à cette liaison (voir paragra- 
phe 1.2). 

Nous pouvons dans 3t définir les possibilités de 
mouvement relatif de 1/2 (ou de 2 / 1 ) de la façon 
suivante (fig. 1.5). 




Fig. 1.5. 

• T x définit une liberté de mouvement de translation 
d’axe (A, x ) de 1/2 et réciproquement de 2/1. 

• R x définit une liberté de mouvement de rotation 
d’axe (A, x) de 1/2 et réciproquement de 2/1. 

• De la même façon on définit : T y , T z , R } , 
R z . 



Si l’on veut analyser plus finement les mouvements, 
ou les possibilités de mouvement, de l’une des pièces 
constituant la liaison par rapport à l’autre, il faut 
pouvoir repérer la position de cette pièce par rapport 
au repère local associé .'R. 

Si 1 est la pièce dont on se préoccupe, on associe à 1 
un repère 3t ,(B, x,, y lt z { ) et l’on définit la position 
relative de 31 j par rapport à 31. 

Slj est défini par son origine B et par sa base 
(j?! , y u z y). Dans le cas général, on montre que la 
position relative de (Rj par rapport à 31 dépend de six 
paramètres qui sont 

— les trois coordonnées dans 31 de l’origine B, 

— les trois angles appelés « angles d’Euler » qui 
permettent d’orienter la base de 3t t par rapport à la 
base de 31. 

Les liaisons que nous allons étudier sont des liaisons 
dites simples, pour lesquelles beaucoup de ces para- 
mètres de configuration sont nuis. Nous traiterons 
donc ce problème uniquement sur les cas particuliers. 




Il y a 1 1 liaisons usuelles entre solides (cette liste n’est 
évidemment pas limitative). La définition de celles-ci 
a fait l’objet de normes : NF E04-015 et ISO 3952. 
Pour chaque modèle de liaison qui est une référence 
théorique, nous donnerons : 

— la définition ; 

— la forme des surfaces de liaison ; 

— le paramétrage ; 

— - la schématisation ; 

— le torseur d’action mécanique de liaison ; 

— les cas particuliers de symétrie. 



3 . 1 . LIAISON ENCASTREMENT 



Définition 



Le nombre de degrés de liberté d’une liaison est le 
nombre des mouvements relatifs indépendants que 
la liaison autorise entre les deux pièces considérées. 



Ce nombre est au plus égal à six. 



Définition 



endants que jj| Considérons un repère 31 associé à la liaison des 

considérées. jf solides 1 et 2. On appelle liaison encastrement 1-2 

K toute liaison dont les degrés de liberté dans 31 sont 
m nuis. 

http://frihoh.hlogspot.com/ 
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Forme des surfaces de liaison 

Les surfaces de liaison sont quelconques. 




Fig. 1.6. 

Paramétrage 

Le repère local associé 3l(A, x, y, z ) n’a pas de 
position particulière, toutefois, quand il y a (et c’est le 
cas le plus souvent) une section plane de liaison 
(5), on choisit A au centre de cette surface et 
(A, x) perpendiculaire à (S). 

Schématisation normalisée 

• Plane (fig. 1.7 a). 

• Perspective (fig. 1.7b). 

-> / _JJ 



Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc six inconnues algébriques dans .“R. 
Notons que la connaissance de ces six inconnues ne 
nous renseigne en rien sur la répartition de la densité 
surfacique 5(1 -> 2). 

La forme particulière de ce torseur est conservée en 
tout point de l’espace. 

Cas particulier 

Si le plan (A, x, y), par exemple, est plan de 
symétrie aussi bien pour les surfaces de liaison que 
pour le système des forces extérieures appliquées à 2, 
alors les d/(l->2) sont réparties symétriquement 
par rapport à ce plan et : 

A(1 2 ) est parallèle à ce plan (A, x, y) 

M Â (1 -> 2 ) est porté par (A, z) . 

Alors, dans le repère local % (A, x, y, z) on obtient 
pour les composantes du torseur d’action mécanique 
de liaison : 

(X( 1-2) 0 
{13(1 -» 2)} = L(1 -2) 0 

a (o N{ 1 -2) 

La forme particulière de ce torseur n’est conservée 
que pour tout point e (A, x, y). 



} (*?,?) 



* S'il n'y a pas d'ambiguité 




Fig. 1.7. 



Torseur d’action mécanique de liaison 

L’ensemble des d/(l ->2), voir figure 1.6, est quel- 
conque. Les densités surfaciques 

8(1^2) = ^^ 
as 

ne sont, en général, pas connues. On peut exprimer 
en A les éléments de réduction du torseur d’action 
mécanique de liaison : 

{TS(1 —2)} = 

' A 

Dans % (A, x, y, z) on peut écrire : 



3.2. LIAISON PIVOT 



Définition 

■ Considérons un repère SI associé à la liaison des 
solides 1 et 2. On appelle liaison pivot 1-2 toute 
liaison dont le degré de liberté dans 51 est : 
R x (Bg. 1.8). 




Exemple de surfaces de liaison directe 



{■ 6(1 — 2 )} = 



► 2) L{ 1- 
■ 2) M( 1 
.2) A(1 




http://fribok.blogspot.com/ 



Soient deux surfaces de révolution, non cylindriques 
en contact. Le repère local Si (A, x, y, z) associé à 
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cette liaison 1-2 est tel que (A, x ) soit confondu avec 
l’axe de révolution de ces surfaces (fig. 1.9). 




Paramétrage 

Supposons que 3 t soit . n z 

lié à 1 ; définissons 3t 2 z 2\ 

lié à 2 tel que son origine \ 

soit confondue avec A \ — . 

et que x 2 = x \ ^2 

(fig. 1.10). ^ L’angle \ r 

orienté a = ( y , y 2 ) per- A ® x y 

met de définir la position 

de 3l 2 /3t et doncde 2/1. Fig. 1.10. 

Schématisation normalisée 

• Plane (fig. 1.11 a). 

• Perspective (fig. 1.11 b). 




Torseur d’action mécanique de liaison 

Les d/(l->2) sont sécantes avec l’axe (A, x) où 
/ àî, voir figure 1.9 ; leur moment par rapport à' 
(A, x) est donc nul. Par conséquent, la résultante 
A( 1 ->-2) est quelconque et le moment résultant en 
A, M a (1 — ► 2 ) est perpendiculaire à x 



Cas particulier 

Si le plan (A, y, z), voir figure 1.9, est plan de 
symétrie aussi bien pour les surfaces de liaison que 
pour le système des forces extérieures appliquées à 2, 
alors les d/(l-»2) sont réparties symétriquement 
par rapport à ce plan et : 

i(U2)lx 
M a ( 1-2) = 0 

Alors, dans le repère local 3i(A, x, y, z) on obtient 
pour les composantes du torseur d'action mécanique 
de liaison : 

0 0 | 

{ T3 ( 1 -2)} = 7(1 -2) 0} 

a Z(1 — 2) Oj (x, y, ?) 

La forme particulière de ce torseur n’est conservée 
qu’au point A. 



3 . 3 . LIAISON GLISSIÈRE 

Définition 

I Considérons un repère St associé à la liaison des 
solides 1 et 2. On appelle liaison glissère 1-2 toute 
liaison dont le degré de liberté dans SI est : 

T x (fig. 1.12). 




Exemple de surfaces de liaison directe 

* 

Soient deux surfaces cylindriques, non de révolution, 
en contact. (Surfaces engendrées par une droite 



(15(1 2)} = avec M À (\ -2) JL x. 

a\M a (\ ->2) 

Dans 31 (A, x, y, z) on peut écrire : 

(7(1 -.2) 0 ) 

CB(1 ->2)} = 7(1-2) Af(l —2)1 

a [Z( 1-2) N(\ -2) J (J,?,?) 

Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc 5 inconnues algébriques dans Si. 

La forme particulière de ce torseur est conservée en 
tout point de (A, x). 
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génératrice qui s’appuie sur une courbe quelconque 
(fig- 1-13). ^ 

L’axe (A, x) de 3t est parallèle aux génératrices. 

Paramétrage 

Le repère local associé 31 (A, x, y, z ) est tel que 
(A, x) soit parallèle à une génératrice de la surface 
cylindrique. Supposons que 3t soit lié à 1, définissons 
3t 2 d’origine B lié à 2 tel que B e (A, x) et que 
x 2 = x, y 2 = y et z 2 = z (fig. 1.12). L’abscisse 
x B de l’origine B de 3t 2 permet de définir la position 
de 3t 2 /3t et donc de 2/1. 




Schématisation normalisée 

• Plane (fig. 1.15a). 

• Perspective (fig. 1.15 b). 




(b) 




Fig. 1.15. 



Torseur d’action mécanique de liaison 

En tout point _£ de la surface de contact, voir 
figure 1.13, les d/(l — 2) sont perpendiculaires à la 
génératrice. Par conséquent, la résultante A (1 — 2 ) 
est perpendiculaire x et le moment résultant en 
A : M À (1 — 2) est quelconque. 

{■ 6 ( 1 - 2 )}= M (1 ->2) lavecZ(l -2) ± x. 
'A\M a ( 1 -2)j 



Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc cinq inconnues algébriques dans 
3t. 

La forme particulière de ce torseur est conservée 
pour tout point de l’espace. 

Cas particulier 

Si le plan (A, Je, z), voir figure 1.13, est plan de 
symétrie aussi bien pour les surfaces de liaison que 
pour le s yst ème des forces extérieures appliquées à 2, 
alors les d/(l — 2), qui sont déjà perpendiculaires à 
3c, sont réparties symétriquement par rapport à ce 
plan et : 

A( 1 — 2) est parallèle à ( A , z) 

M À ( 1 — 2) est porté par (A, y) 

Dans le repère local 3t(Z, Je, y, z) on obtient pour 
les composantes du torseur d’action mécanique de 
liaison : 



(0 0 

{6(1 -2)} = 0 M( 1 -2) 

a [z( 1 - 2) 0 

La forme particulière de ce torseur n’est conservée 
que pour tout point du plan (A, x, z). 



(*. ?,?) 



3 . 4 . LIAISON HÉLICOÏDALE 



Définition 



Considérons nn repère 31 associé à la liaison des 
solides 1 et 2. On appelle liaison hélicoïdale 1-2 
tonte liaison dont les degrés de liberté dans 
31 sont T x et R x tels que T x = kR x (fig. 1.16). 




Dans 3t (A, x, y, z) on peut écrire : 



{ 6 ( 1 - 2 )} = 



L(\ - 
2) M(\ 
2) JV(1 



■ 2 ) 
, 2 ) 
► 2 ) 



a ÿ, ?) 



http://fribok.blogspot.com/ 



Exemple de surfaces de liaison directe 

Soient deux surfaces hélicoïdales en contact. Le 
repère 31 (A, x, y, z) associé à cette liaison est tel que 
(A, x) soit porté par l’axe des hélicoïdes conjugués. 
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Torseur d’action mécanique de liaison 

Soit Ü le vecteur unitaire tangent en P à l’hélice 
(H) (voir fig. 1.17 çt 1.18). L’action élémentaire de 
contact en P : d/( 1 -► 2 ) est perpendiculaire à 
u : 



{•5(1 -2)} = ( ^ (1 } • 

^ [ m ^(1 -* 2 ) j 

Dans 3t (A, x, y, z ) on peut écrire : 

fJT(l —2) L(l-2)1 

{■ 6(1 -2)} = ni -2) M(1 -2) 

*\Z{ 1-2) N(l -2) j 

avec X(1 -> 2) = k . L (1 -► 2). Compte tenu de la 
relation entre X(] ->2) et L(1 -<• 2), ce torseur de 
liaison en A comporte cinq inconnues algébriques 
indépendantes dans 3t. 

La forme particulière de ce torseur est conservée en 
tout point de (A, x). 



Paramétrage 

Supposons que 3t 
soit lié à 1 ; définis- 
sons 3t 2 lié à 2 tel que 
son origine B soit 
portée par (A, x) et 
que 3 c 2 = x. 

Soit a l’angle 
orienté : 

« = (y, y 2) 

(fig. 1.18). 

L’abscisse x B de 
l’origine B et l’angle 
orienté or suffisent 
pour définir la posi- 
tion de 3t 2 / 3t et 
donc de 2/1. x B et 
a sont liés par la 
relation : 

x p 




3.5. LIAISON PIVOT GLISSANT 



Définition 



Considérons un repère 31 associé à la liaison des 
solides 1 et 2. On appelle liaison pivot glissant 1-2 
toute liaison dont les degrés de liberté dans 
31 sont T x et R x (fig. 1.20). 




Fig. 1.20. 



a ( a en radian) . 



Exemple de surfaces de liaison directe 



Schématisation normalisée 

• Plane (fig. 1.19 a). 

• Perspective (fig. 1.19 b). 



Soient deux surfaces cylindriques de révolution en 
contact. Le repère local 3l(A, x, y, z) associé à cette 
liaison 1-2 est tel que : 

L’axe ( A , x) est porté par l’axe de ces surfaces 

(fig. 1.21). 




Fig. 1.21. 





Modélisation des liaisons et des actions mécaniques de liaison 



Paramétrage 

Supposons que 3t soit lié à 1 ; définissons 3i 2 lié à 2 tel 
que son origine B e (A, x ) et que x 2 = x (fig. 1.22). 
Soit a l’angle orienté : a = (y, y 2 ). 

L’abscisse x B de l’origine B de !R 2 et l’angle a 
permettent de définir la position de 3t 2 /5l et donc de 
2 / 1 . 




Fig. 1.22. 



Schématisation normalisée 

• Plane (fig. 1.23 a). 

• Perspective (fig. 1.23 b). 



Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc 4 inconnues algébriques dans 3t. 

La forme particulière de ce torseur est conservée 
pour tout point de (A, x). 



Cas particulier 

Si le plan (A, y, z) (voir fig. 1.21) est plan de 
symétrie aussi bien pour les surfaces de liaison que 
pour le système des forces extérieures appliquées à 2, 
alors A(1 — 2) est parallèle à ce plan et M À (\ — 2) 
est nul. 

.4(1 -2) JL 3c 
M Â ( l-2) = 0. 

Dans le repère local 5t (A, x, y, z) on obtient pour 
les composantes du torseur d’action mécanique de 
liaison : 



CB(1 -2)} = 

A 

La forme particulière de ce torseur n’est conservée 
qu’au point A. 



0 0 ] 
7(1-2) 0 

Z(1 — 2) 0 J (*, ?, ?) 



(a) 





3.6. LIAISON SPHÉRIQUE A DOIGT 



(b) 




Fig. 1.23. 



Torseur d’action mécanique de liaison 



En tout point P de surface de contact (voir 
fig. 1.21 ) le support de d/(l — 2) coupe perpendicu- 
lairement l’axe (A, x). Par conséquent, la résultante 
.4(1 — 2) est perpendiculaire à r et le moment 
résultant en A : M À (1 — 2) a une composante nulle 
suivant x. 

CG(1 -2)} = P (1 

^ [MA 1-2) 



avec 



Â(l — 2) _L x 
M a ( 1 -2) ± x. 



Définition 

■ Considérons un repère 31 associé à la liaison des 
S solides 1 et 2. On appelle liaison sphérique à doigt 
H 1-2 toute liaison dont les degrés de liberté dans 

■ 31 sont : R x et R y (fig. 1.24). 




Exemple de surfaces de liaison 



Dans Si (A, x, y, z) on peut écrire : 

(0 0 

{B(l-2)}= 7(1-2) M( 1 

^ (Z(l -2) ^V(l 



(x. ÿ, ?) 



Soient deux surfaces sphériques de même centre 
O et de même rayon. Complétons la sphère pleine 1 
par un ergot cylindrique radial et la sphère creuse 2 
par une rainure complémentaire dont le plan moyen 
contient le centre O (fig. 1.25). 



http://fribok.blogspot.com/ 
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Modélisation, résistance des matériaux, notions d’élasticité 




Compte tenu des degrés de liberté en rotation 
R x et R y , le moment résultant en A : M À (1 -y 2 ) est 
porté par (A, z). Dans Si(A, 3c, y, z ) on peut écrire : 

(X( l-*2) 0 | 

{ TS ( 1 -> 2)} = J y(l -2) 0 

A[Z( l-y2) N{1 -y 2) J (x.ÿ.z) 

Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc 4 inconnues algébriques dans 3t. 

La forme particulière de ce torseur n’est conservée 
qu’au point A. 



3.7. LIAISON APPUI PLAN 



Définition 



Paramétrage 

Soit Si {A, x, y, z) le repère local associé à la liaison 

1 - 2 . 

Soit SifiA, x t , y u z,) le repère lié à 1. 

Soit Si 2 (A, 3c 2 , y 2, z 2 ) le repère lié à 2. 

Les origines A de ces trois repères sont confondues 
avec les centres O des surfaces sphériques de liaison. 
Posons x, = 3c et y 2 =y (fig.1.26). 

Les deux angles orientés <*,= (ÿ, ÿ\) et 
a 2 = (z, z 2 ) permettent de définir les positions relati- 
ves de la façon suivante : 

a j = (y, y fi et x x = 3c donne la position de 3t[/3t. 
a 2 = (z, z 2 ) et y 2 = y donne la position de 3t 2 /3t. 
Donc £*], a 2 avec x x = 3c et y 2 = y permettent de 
défin ir la position de 3l 2 /3l 1 et donc de 2/1. 




Schématisation normalisée 

Plane et perspective (fig. 1.27) 




É Considérons un repère 31 associé à la liaison des 
, solides 1 et 2. On appelle liaison appui plan 1-2 
/f toute liaison dont les degrés de liberté dans 
31 sont : R# T y et T z (fig. 1.28). 




Exemple de surfaces de liaison directe 

Soient deux surfaces planes en contact. Le repère 
local !R(A, 3c, y, z) associé à cette liaison 1-2 est tel 
que (A, 3c) soit perpendiculaire au plan de contact 
(tt) (fig. 1.29). 




Torseur d’action mécanique de liaison 

Soit 15(1 -y 2) le torseur associé à la liaison sphérique 
à doigt 1-2. Exprimons ses éléments de réduction en 
A, centre de la liaison : 



mi-2)} = 



>4(1 -y 2) 

1^(1 - 2 ). 



Paramétrage 

Supposons que Si soit lié à 1 ; définissons % 2 lié à 2 tel 
B e (A, y, z ) et que 3c 2 = 3c 
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que son origine 
(fig. 1.30). 

Les coordonnées y B et z B de l’origine B dans 
Si ainsi que l’angle orienté a = (y, y 2 ) permettent de 
définir la position de 3l 2 /3l et donc de 2/1. 

http://friboln.blogspot.com/ 






Modélisation des liaisons et des actions mécaniques de liaison 




Schématisation normalisée 

• Plane (fig. 1.31 a). 

• Perspective (fig. 1.31b). 




Torseur d’action mécanique de liaison 

En tout point P de la surface plane de liaison (voir 
fig. 1.29), d/(l->2) est parallèle à (A, 3c). Par 
conséquent, la résultante A (I -* 2) est parallèle à 
(A, x) et le moment résultant en A : M A (1 -*• 2 ) est 
perpendiculaire à (A, x). 



avec 



{T5(l -*2)} = I ^0 - 2 ) 1 
^ \M a (\ -2)J 

i(l ->2)/3c 
M Â (\^2)X(A, x ) 



forces i extérieures appliquées à 2 (voir fig. 1.29), alors 
les d/( 1 — ► 2 ) sont réparties symétriquement par 
rapport à ce plan et le moment résultant en 
A : M A ( 1 -♦ 2) est porté par (A, y) et : 

Â(l -> 2)// x 

M À ( 1 -* 2) porté par (A, y) . 

Dans le repère local %(A, x, y, z) on obtient pour 
les composantes du torseur d’action mécanique de 
liaison : 

[X(l-2) 0 | 

(T3(l -> 2)} = 0 M( 1 -2) 

a [û 0 J (x,ÿ, z) 

Il existe un point J particulier du plan ( n ) pour 
lequel Mfi 1 -> 2) = 0. 

La forme particulière de ce torseur est conservée 
pour tout point de (A, x, z). 

3.8. LIAISON SPHÉRIQUE (OU 
ROTULE) 

Définition 

I Considérons un repère associé à la liaison des 
solides 1 et 2. On appelle liaison sphérique 1-2 
toute liaison dont les degrés de liberté dans 
a sont : R# R y et R z (fig. 1.32). 



Fig. 1.32. 

Exemple de surfaces de liaison directe 




Dans 31 (A, x, y, z) on peut écrire : 

IX(l ->2) 0 ] 

(15(1-2)}= 0 M( 1-2) 

a (0 N(l -*2) J 



Soient deux surfaces sphériques de même centre 
O et de même rayon. L’origine A du repère local 
H(A, x, y, z) associé à la liaison est confondue avec 
le centre O de la sphère de contact (fig. 1.33). 



Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc 3 inconnues algébriques dans 31. 

La forme particulière de ce torseur est conservée 
pour tout point de l’espace. 

Cas particulier 

Si le plan (A, x, z) est plan de symétrie, aussi bien 
pour les surfaces de liaison que pour le système des 




http://frihoh.blogspot.com/ 



y 



Fig. 1.33. 
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Modélisation, résistance des matériaux, notions d’élasticité 



Paramétrage 

Le paramétrage de cette liaison fait intervenir les 
trois paramètres indépendants, i//, 0, <p qui sont les 
angles d’Euler. Nous n’aurons pas à les utiliser dans 
le cadre de cet ouvrage. 

Schématisation normalisée 

Plane et perspective (fig. 1.34). 

Fig. 1.34. 

Torseur d’action mécanique de liaison 

En tout point P _de la surface sphérique de liaison, 
(voir fig. 1.33), d/(l ->2) passe par A. Par consé- 
quent la résultante A( 1 ->2) est quelconque et le 
moment résultant en A : M Â ( 1 -+2) est nul. 

{•6(1-2)} = j^ (1 - >2) 1 

' [M À ( 1-2) J 

avec M Â {\ -> 2) = Ô . 

Dans 3l(A, 5c, y, z) on peut écrire : 




1-2 toute liaison dont les degrés de liberté dans 
ft sont R# R y, T f et T z (fig. 1.35). 




Exemple de surfaces de liaison directe 

Soient deux surfaces en contact suivant une droite 
(J) qui reste située dans un plan tangent commun 
(tt). Par exemple: contact théorique entre une 
surface cylindrique et une surface plane (fig. 1.36). 
L’origine A du repère 31 est au milieu du segment de 
contact appartenant à (A). 

( A , x ) est perpendiculaire à (tt). 

(A, y) est porté par (J). 



{*(!-» 2)} 



!X(l 
Y( 1 
' \Z( 1 



2 ) 

2 ) 

2 ) 



0 

0 

0 



(*, ÿ, ?) 



Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc 3 inconnues algébriques dans 3t. 

La forme particulière de ce torseur n’est conservée 
qu’au point A. 



Cas particulier 

Si le plan (A, x, y) est plan de symétrie, aussi bien 
pour les surfaces de liaison que pour le système des 
forces extérieures appliquées à 2, alors les d/(l -► 2) 
sont réparties symétriquement par rapport à ce plan 
et la résultante A(1 2) est parallèle à (A. x, y). 



Â(l -2 )±z . 

Dans le repère local !R(A, x, y, z) on obtient pour 
les composantes du torseur d’action mécanique de 
liaison : 

X(l -* 2) 0] 

{■6(1 -*2)}= mi-2) 0 

^ |0 0 J (S, y , 2) 



3 . 9 . LIAISON LINÉIQUE 
RECTILIGNE 



Définition 



H Considérons un repère associé à la liaison des 
solides 1 et 2. On appelle liaison linéique rectiligne 




Paramétrage 

Supposons que 3t soit lié à 1 ; définissons 3t 2 lié à 2 tel 
que son origine Æe (A, y, z). Une rotation d’angle 
orienté a , = (y, y 2 ) autour de (B, x) permet de 
définir (B, y 2 ) 6 (tt). Une rotation d’angle orienté 
a 2 = (z, z 2 ) autour de (B, y) permet de définir 
z 2 (fig. 1.37). 
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Modélisation des liaisons et des actions mécaniques de liaison 



Les coordonnées y B , z B de l’origine B dans St ainsi 
que les deux angles orientés a, et a 2 permettent de 
définir la position de St 2 P ar rapport à St et donc de 
2/1. Notons que la position de la génératrice de 
contact est donnée par ( B , y 2 ). 



Schématisation normalisée 

• Plane (fig. 1.38 a). 

• Perspective (fig. 1.38 b). 



Dans le repère local 31 (A, x, y, z ) on obtient pour 
les composantes du torseur d’action mécanique de 
liaison : 

(*(1-2) 0] 

{1S(1 ->2)} = 0 0 

A (o Oj (x.ÿ.i) 

La forme particulière de ce torseur n’est conservée 
que pour tout point de (A, x). 




Torseur d’action mécanique de liaison 



En tout point P du ^egment de contact porté par 
(d), (voir fig. 1.36), d/(l -»2) est située dans le plan 
(A, x, y) et est parallèle à (A, x). Par conséquent, la 

résultante A( 1 ->2) est parallèle à (A, x) et le 
moment résultant en A:M À ( 1 ->2) est porté par 
(A, ?). 



avec 



{ 13(1 - 2 )} = ( ^ 2) } 

' [M a ( 1-2)J 

v? (1 -2)/3c 

M a { 1 -+ 2 ) porté par (A, z ) . 



Dans 31(A, x, y, z) on peut écrire : 

f*0-2) 0 | 

{13(1-2)} = 0 0 

A [o N 2) \ (x,y, z) 



Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc 2 inconnues algébriques dans 5t. 

La forme particulière de ce torseur est conservée 
pour tout point de (A, x, y). 



Cas particulier 

Si le plan (A, x, z) est plan de symétrie, aussi bien 
pour les surfaces de liaison que pour le système des 
forces extérieures appliquées à 2 (voir fig. 1.36), alors 
M À ( 1 — 2) est nul et : 



3.10. LIAISON LINÉIQUE 

CIRCULAIRE (OU LINÉAIRE 
ANNULAIRE) 



Définition 



Considérons un repère associé à la liaison des 
solides 1 et 2. On appelle liaison linéique circulaire 
1-2 toute liaison dont les degrés de liberté dans 
St sont : R# R y et R z (fig. 1.39). 




Exemple de surfaces de liaison directe 

Soient deux surfaces en contact suivant un arc de 
cercle. Par exemple, une surface cylindrique de 
révolution et une sphère de même rayon dont le 
centre décrit l’axe du cylindre (fig. 1.40). 

L’origine A du repère St est le centre de la sphère et 
(A, x) est porté par l’axe du cylindre. 




A( 1 -2)/x 
M a { 1 — 2) = 0 . 



http://fribok.blogspot.com/ 



Fig. 1.40. 
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Modélisation, résistance des matériaux, notions d’élasticité 



Paramétrage 

Supposons que 3t soit lié à 1, définissons 3t 2 lié à 2. 
L’origine B de 3t 2 appartient à (A, x) donc l’abscisse 
x B de B dans ,'ft est un paramètre. Les trois autres 
paramètres qui définissent l’orientation de 3t 2 /3t sont 
les trois angles d’Euler ip, 0, ip. Nous n’aurons pas à 
les utiliser. 



Schématisation normalisée 



• Plane (fig. 1.41 a). 

• Perspective (fig. 1.41 b). 



(a) 




(b) 



Fig. 1.41. 




Exemple de surfaces de liaison directe 

Soient deux surfaces qui admettent, théoriquement 
un seul point commun A et un plan tangent commun 
( 7 t ) au point de contact A. Par exemple, une bille sur 
un plan. 

L’origine du repère associé 3t est le point de contact 
A et (A, x) est la normale en A au plan ( 7 r) 
(fig. 1-43). 




Paramétrage 



Torseur d’action mécanique de liaison 

En tout poigt P de l’arc de cercle de contact, (voir 
fig. 1.40), d/(l — 2) passe par le centre A et est 
perpendiculaire à (A, x). Par conséquent la résul- 
tante A( 1—2) est perpendiculaire à (A, x) et le 
moment résultant en A : M À ( 1 — 2) est nul. 



Supposons que 3t soit lié à 1, définissons 3t 2 lié à 2. 
L’origine B de .‘R 2 appartient au plan de contact 
(A, y, z ). Les coordonnées y B et z B de B dans 
.‘R sont des paramètres. Les trois autres paramètres 
qui définissent l’orientation de 3t 2 /3t sont les trois 
angles d’Euler: ip,6,(p ; nous n’aurons pas à les 
utiliser. 



avec 



{• 6(1 



-* 2)} = N (1 

^ Ko 

i(l -2)±3c 

MOI -2) = 0 




Dans Si (A, x, y, z) on peut écrire : 



Schématisation normalisée 

• Plane (fig. 1.44 a) 

• Perspective (fig. 1.44 b) 




[0 0 ] 

{6(1-2)} = 7(1-2) 0 

a [Z(l —2) Oj (ï, J, ?) 



(b) 




Fig. 1.44. 



Le torseur d’action mécanique de liaison en A, 
comporte donc 2 inconnues algébriques dans 3t. 

La forme particulière de ce torseur n’est conservée 
que pour le point A. 



3.11. LIAISON PONCTUELLE 



Définition 

X 



Torseur d’action mécanique de liaison 

La force de contact de 1 sur 2 est localisée en 
A et, le contact se faisant sans adhérence, cette force 
est perpendiculaire à ( 7 r ). 

{7S(1 -2)} = (K ^ 2) } 

^ K(l-2)j 



sa Considérons un 
repère associé à la 
B liaison des solides 1 
1| et 2. On appelle liai- 
11 son ponctuelle 1-2 
{ toute liaison dont les 
iji degrés de liberté 
ÿ' ; dans SI sont 
jg R„ R„ T y, R z et T z 
■ (fig. 1.42). 



avec 



Â(l ->2)//x 

M,(l-2) = Ô. 




Dans 31 (j4, x, y, z) on peut écrire : 



{ T >(1 — 2 )} = 



ok.blogspot.com/ 
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Modélisation des liaisons et des actions mécaniques de liaison 



Le torseur d’action mécanique de liaison en A 
comporte donc une seule inconnue algébrique dans 
3t. 

La forme particulière de ce torseur est conservée 
pour tout point de (A, x). 



4a MODÉLISATION DE 
QUELQUES LIAISONS 
RÉELLES 



4.1. RAPPEL DES LOIS DE 
COULOMB SUR LE 
FROTTEMENT ET 
L’ADHÉRENCE 



Considérons deux solides 1 et 2 en contact suivant 
une certaine .surface (s), un point P de la surface de 
contact et d/(l -> 2 ) la force élémentaire de contact 
en P qu’exerce 1 sur 2. Nous admettons l’existence en 
P d’un plan tangent commun (7r) défini par sa 
normale (P, n) (fig. 1.45). 




Définitions 

S — En P on dit qu’il y a adhérence s’il n’y a pas de 
H mouvement relatif au point de contact entre 1 et 2, 
I alors : V(P e 2/1) = 0. 

E — En P on dit qu’il y a frottement s’il y a 
■ mouvement relatif au point de contact entre 1 et 2, 
f alors : V(P e 2/1) # 0. 

P ' — V (P e 2/1) est appelé vecteur vitesse de glisse- 
ment de 2 sur 1 au point P. 

REMARQUE IMPORTANTE 

V(P e 2/1) est appelé improprement «vecteur» 
vitesse ; en fait il s’agit du représentant d’origine 
P du vecteur V(P e 2/1) tel que [P. V(P e 2/1)]. 
Dans la suite de l’ouvrage, on se conformera à un 
usage très répandu et on continuera à désigner la 
vitesse du point P appartenant à 2 par rapport à 1 
par le vecteur V(P e 2/1 ). 

L'étude que nous allons faire suppose que le 
support et le sens du vecteur vitesse de glissement de 
2/1 en P est connu. Ce vecteur est dans le plan 
(tt). 



4.1.1. 1 er cas : V (P e 2/1 ) ^ Ô 

(fig. 1-46) 




Alorsje support de la force élémentaire de contact, 
[P, d/(l->2)] appartient au plan 

[P, n, V(P s 2/1)] ; ce support est incliné de l’angle 
<p par rapport à la normale (P, n) au plan (77-), du 
côté opposé à V(P e 2/1 ) d’où : 



d7(l ->2). V(P e 2/1) <0 



Nota : Le produit scalaire est négatif quand l’angle 
a = [V(P e 2/1), d?(l- 2)] 

7T 

est compris entre -n /2 et tt . Ici : a = — + <p . 

L’angle <p caractérise la nature du contact en 
P des solides 1 et 2 ; il ne dépend que de la nature des 
matériaux et de l’état des deux surfaces en contact. 

Définition 



f = tan <p 



\K est appelé facteur de frottement. 

Densités normale et tangentielle. 

Pression locale de contact 

Effectuons la projection du vecteur densité de force 
S P ( 1 -y 2) sur la normale (P, n) au plan {v ) et sur le 
plan (77-) lui-même; soit (P,t) l’axe qui est le 
support de cette projection dans ( 7 r) (fig. 1.47). 
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Fig. 1.47. 
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Modélisation, résistance des matériaux, notions d’élasticité 



Définitions 



5 n P (l -* 2) est appelée : densité normale de force 
en P. 

S, p (l-*2) est appelée: densité tangentielle de 
force en P. 

| àn, p (1 -*■ 2) | est appelée: pression locale de 
contact en P. 



Conséquence de la loi de Coulomb 

Quand deux solides glissent l’ug sur l’autre, le 
support de la force de contact d/(l ->2) en P se 
trouve sur la surface d’un cône de sommet P d’axe 
(P, n) de demi angle au sommet <p tel que 
tan <p = f ; ce cône est appelé cône de frottement en 
P (fig. 1.48). 




4.1.3. Cas particulier important 



On considère habituellement le cas limite appelé 
« cas de l’équilibre strict » pour lequel il y a équilibre 
« limite » ou « tendance au mouvement ». Alors, 
6 = <p tel que tan <p = f. En toute rigueur il faudra 
alors définir un angle <p 0 tel que tan (p 0 = / 0 ; 
/ 0 est alors appelé facteur d’adhérence. Comme 
/ 0 = /, nous ne ferons pas cette distinction. 

Il découle de notre étude que si V(P e 2/1 ) = 0 
c’est-à-dire pour les deux cas : 



— équilibre. 

— équilibre strict. 



|^*(, p(l — *■ 2 ) 1 1 =s/ ||ô*„,p(l -> 2)| 



(fig. 1-50) 




Fig. 1.50. 



L’angle <p est appelé angle de frottement. 
Notons alors que : 



|« f> ,(l-*2)||=/||« 1I>J ,(l-2)| 



4.2. LIAISON APPUI PLAN RÉELLE 
A PLAN DE SYMÉTRIE (fig. 1.5 1) 



Repère local associé 



4.1.2. 2 e cas : V(P e 2/1 ) = Ô 

(fig. 1-49) 

Il y a alors adhérence de 2 sur 1 en P. 

Alorsje support de la force élémentaire de contact 
[.P, d/(l -* 2)] fait avec l’axe (P, /?) un angle 
6 inconnu mais tel que : 



6 -= <p . 



Dans ce cas, on sait seulement que le support de cette 
force se trouve à l’intérieur du cône de frottement. 



31 (A, x, y, z) tel que : 

(A, x ) = normale au plan de contact 1-2. 

(A, x, z ) = plan de symétrie de la liaison et des 
charges appliquées. 





Hypothèses 

Le facteur de frottement, / = tan <p est connu et on 
peut supposer que toutes les forces élémentaires 
[P, d/(l ->2)] sont appliquées dans le plan de symé- 
trie. Dans ce mouvement relatif de 2/1, supposons 
connu le vecteur vitesse de glissement et supposons 
que quel que soit P 6 2, celui-ci puisse s’exprimer 
par : 



Fig. 1.49. 



http://frihok.hlogspot.comy ^ 6 2/1) ~ Il 6 2/1) H ? ’ 
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Force élémentaire de contact en P 

Elle est inclinée par rapport à la normale (P, n ) de 
l’angle <p en sens contraire de V(P e 2/1). 

Torseur d’action de liaison 

{13(1—2)} se définit ainsi, si (5) est la surface de 
liaison entre 1 et 2 : 

{■6(1-2)} = 

4(1-» 2) = £d?(l-2) 

(S) 

MA 1-2) = £[Â? A 37(1-* 2)] 

(S) 

La résultante A (1 — 2 ) de toutes les forces élémentai- 
res de contact d/(l— 2) fait, elle aussi, un angle 
<P par rapport à la normale 



Repère local associé %{A, x, ÿ, z) 

Tel que : 

(A, x) = axe de la liaison 
(A, y, z) = plan de symétrie de la liaison et des 
charges appliquées. 

Hypothèses 

Le facteur de frottement / = tan <p est connu et on 
peut supposer que toutes les forces élémentaires 
[P, d/(l — 2)] sont appliquées dans le plan de symé- 
trie. Supposons connu, en un point P, de la surface 
de contact (S), situé dans le plan (A, y, z) le vecteur 

vitesse de glissement : V (P e 2/1 ). 

Force élémentaire de contact en P 




-2) =X(l -2)x + Z(l - 

tan*=ML±2)i 

1*0 -2)1 

V (A € 2/1) . Â(1 — 2) <0 . 



Le moment M À { 1 — 2) est porté par l’axe (A, y). On 
peut donc exprimer dans 51 (A, x, y, z) les composan- 
tes des éléments de réduction en A du torseur 
{13(1 — 2)} des actions de liaison : 



fX(l — 2) 0 

{15(1-2)} = 0 M(l — 2) 

a\Z( 1-2) 0 (ï.y.ï) 

avec V(A€ 2/1). 1(1 -2)<0 

1(1 T 2) = - / s * T(A62/1 ).z>0; 

x/rzrr' si ^ sW - ? '«- 



Elle est inclinée sur la normale (P, n ) de l’angle 
<p en sens contraire de V(P e 2/1 ). 

Torseur d’action de liaison 

{13(1—2)} se définit ainsi, si (5) est la surface de 
liaison entre 1 et 2 : 

4(1-2) = £d/\l-2) 
{13(1-2)}= (S) 

a M,(l-2) = £ [AP a 57(1-2)] 

(S) 

La résultante A (1 — 2) de toutes les forces élémentai- 
res de contact est perpendiculaire à (A, x). 

Le moment M A ( 1 — 2) est porté par l’axe (A, x) et 
son sens est opposé au sens de rotation de 2/1. On 
peut donc exprimer dans 51 (A, x, y, z) les composan- 
tes des éléments de réduction en A du torseur 
{13(1 —2)} des actions de liaisons : 



4.3. LIAISON PIVOT RÉELLE À 
PLAN DE SYMÉTRIE (fig. 1.52) 



(0 L (1 — 2)1 

{13(1-2)}= T(l-2) 0 

a [z( 1 —2) o J (ï.y.z) 





4.4. LIAISON GLISSIÈRE RÉELLE 
À PLAN DE SYMÉTRIE (fig. 1.53) 

Repère local associé JR (A, x, ÿ , z) 




Tel que : 

'(Pe 2/1) (A, x) = axe de la liaison 

(A, x, y) = plan de symétrie de la liaison et des 

Fig. 1.52. charges appliquées. 

http://fribok.blogspot.com/ 
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(A, x ) = normale au plan tangent commun au 
contact. 

(A, y) = porté par la droite de contact (A ) 
(A, x, z ) = plan de symétrie de la liaison et des 
forces appliquées. 



4.5. LIAISON LINÉIQUE 

RECTILIGNE RÉELLE À PLAN 
DE SYMÉTRIE (fig. 1.54) 



Repère local associé 31 (A, x, y, z) 

Tel que : 



Hypothèses 

Le facteur de frottement / = tan <p est connu et on 
peut supposer que toutes les forces élémentaires 
[P, d/(l->2)] sont appliquées dans le plan de 
symétrie. 

Supposons connu le vecteur vitesse de glissement et 
supposons que quel que soit P € 2, celui-ci puisse 
s’exprimer par : 

F (P € 2/1 ) = || F(P e 2/1) || .x. 

Force élémentaire de contact 

En un point P de la surface de contact de 1 sur 2, 
supposons connu le vecteur vitesse de glissement 
V (P f 2/1). Alors, la force élémentaire 

[P, d/(l ->2 )] est inclinée, par rapport à la normale 
(P, n), au contact d’un angle <p dans le sens opposé 
de V (P e 2/1) (fig. 1.53). 

Torseur d’action de liaison 

{15(1 ->2)} se définit ainsi, si (S) est la surface de 
liaison entre 1 et 2 : 

(15(1 -> 2)}= <S) 

a M a (1 -> 2)= £ [AP a 37(1 -* 2)] 

(S) 



Hypothèses 

Le facteur de frottement / = tan <p est connu. On 
peut suppose^ que toutes les forces élémentaires de 
contact [P, d/(l -> 2)] se ramènent dans le plan de 
symétrie et sont donc modélisables par une force 
unique A(l -> 2) appliquée en A (fig. 1.54). 




Dans le mouvement relatif de 2/1, supposons connus 
les vecteurs vitesse de glissement des points P € (zl ). 
Ceux-ci sont tels que : 

V (P e 2/1) parallèle à z . 

Force de contact 

.4(1— >2) est inclinée par rapport à la normale 
(A, x) de l’angle ç en sens contraire de V(P e 2/1). 
Le torseur d’action de liaison {TS(1 — ► 2 )} se définit 
alors par : 



La résultante T(1 -»2) est perpendiculaire à (A, z). 
Le moment M À ( 1 -> 2) est porté par l’axe (A, z). On 
peut donc exprimer dans 3t (A, x, y, z) les composan- 
tes des éléments de réduction en A du torseur 
{15(1 -► 2)} des actions de liaison : 



{15(1 ^2)} 



U(l-2) 

a 1^(1 - 2 ) = 0 



tels que : 



V (A e 2/1) . T (1 -> 2) < 0 
|^(1 —2)| =/|JT(l-»2)| ’ 



{«( 1 - 2 )} = 




! On peut donc exprimer dans 5t (A, x, y, z) les 
• composantes des éléments de réduction en A du 

tffi/î-hok.blo%WccÂ? (1 ^ 2 » : 
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(Ar(l-2) 01 

{•5(1 —2)} = 0 0 

A [ Z{ 1 -> 2) 0 J (ï. y, *) 

avec V(Ae 2/1) . A(1 - 2) < 0 

f iraj = ~ f si ^e2/l).z>0 



Définition 



On appelle centre de gravité du solide indéformable 
(S) le barycentre G de tous les éléments (M, || p |[ ) 
qui constituent (S). Il se définit par conséquent 
par : 



( 1 ) 





Notons que si le point A est pris en G, la relation (1) 
prend la forme simplifiée (2) : 




C’est l’action mécanique à distance, exercée par la 
Terre T sur un système matériel S. On a une 
perception visible de ce phénomène en abandonnant 
un solide à une certaine distance du sol : il tombe. Si 
l’on fractionne ce solide en un certain nombre 
d’éléments (ou fragments) et qu’on abandonne ceux- 
ci à une certaine distance du sol, on voit qu’ils 
tombent de la même manière et ceci, quelle que soit la 
petitesse de ces fragments. 

On peut donc affirmer que l’action mécanique de 
pesanteur est répartie sur toutes les particules élémen- 
taires Sj de S. 



Sur un espace restreint, on peut admettre que l’action 
de la Terre, c’est-à-dire le champ de pesanteur, est 
uniforme ; on admettra alors que le centre de gravité 
et le centre de masse sont confondus. On les désignera 
indistinctement par G. 



5.3. PROPRIÉTÉ DU CHAMP DE 
PESANTEUR 



5.2. CENTRE DE GRAVITÉ D’UN 
SOLIDE INDÉFORMABLE S 



Soit un solide (S) et un petit élément de (S) situé 
autour du point M. Notons p l'action mécanique 
élémentaire de pesanteur exercée par la Terre sur ce 
petit élément (fig. 1.55). 




Considérons les éléments de réduction en un point 
A quelconque du torseur {'5(7’ -► S ) } , associé aux 
actions mécaniques de la pesanteur sur le solide 
(5): 

R(T->S ) =^p = P 

(5 (r-s)} = ^ 

a M :i ( T S) = £ {AM a p) 

î 

Si nous avions choisi le centre de réduction du torseur 
{ 5 ( T -> S ) } au centre de gravité G, nous aurions 
obtenu : 




Fig. 1.55. 

Supposons que (S) soit constitué de n petits éléments. ^ea se démontre en remarquant que pour tout point 

Nous noterons P = V p, le poids de (S). 

\ AM = Âd + GM . 



http://fribok.blogspot.com/ 
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5.4. MODÉLISATION DU CHAMP 
DE PESANTEUR D’UNE 
POUTRE 

5.4.1. Rappel d’hypothèses (fig. 1.56) 

La poutre est homogène, rectiligne, horizontale et 
possède une section constante. 




Fig. 1.56. 



L’action de la pesanteur peut alors se modéliser par 
une charge uniformément répartie telle que, sur une 
longueur élémentaire dx de la ligne moyenne 



5.4.2. Modélisation 

Cas particulier de la résistance des 
matériaux 

En résistance des matériaux, la répartition des forces 
extérieures appliquées à la poutre conditionne les 
déformations locales et globales de celle-ci. On 
comprend bien par exemple que si une toiture 
supportant deux tonnes de neige de façon uniformé- 
ment répartie (densité surfacique de force constante) 
résiste à cette charge, il est bien plus improbable 
qu’elle résiste de la même façon à une charge de deux 
tonnes localisée en son milieu ! 

Quand une charge répartie s’exerce sur une poutre, 
dont on cherche à calculer les contraintes ou les 
déformations, il n’est pas possible de considérer le 
torseur associé à cette charge et d’en prendre les 
éléments de réduction en un point quelconque. 

Notons cependant que dans l’étude statique prélimi- 
naire au cours de laquelle la poutre est supposée 
indéformable, et qui conduit seulement à l’étude de 
l’équilibre de celle-ci, une charge répartie pourra 
continuer à se modéliser par un glisseur. 



dp = S (pes -> 1 ) dx 
avec || 8 (pes -» 1 ) || = C te. 

8 (pes -> 1 ) est une densité linéique de force que les 
constructeurs de profilés indiquent dans leur catalo- 
gue sous la forme : (« poids au mètre linéaire »). Cette 
densité linéique s’exprime en newton par millimètre 
(par exemple) : 




BRIDE HYDRAULIQUE 

La figure 1.57 représente une bride hydraulique 
pour montage d’usinage. 



8 (pes -» 1 ) = - 8 (pes -» 1 ) y (fig. 1.56). On donne la nomenclature de cet ensemble. 
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Fonction principale 

La bride permet d’exercer un effort de bridage sur 
une pièce P à usiner, ceci en vue de la rendre 
solidaire temporairement d’une table de machine- 
outil. L’organe moteur permettant d’assurer la 
force de bridage est un vérin hydraulique ; corps 1, 
piston 19, à rappel automatique par le ressort 
d’extension 20. 

Fonction secondaire 

Dans le but d’effectuer un changement rapide de 
la pièce P après usinage, l’espace autour de celle- 
ci peut être dégagé par rotation de 90 degrés de la 
bride 12. Le pied de positionnement 9 et les deux 
trous réalisés à 90 degrés dans la pièce 2 permet- 
tent d’assurer cette fonction. 

But de l’étude 

Analyser les différentes liaisons rencontrées dans 
ce mécanisme ; schématiser celui-ci et étudier 
quelques torseurs d’action mécanique de liaison. 

Hypothèses 

Certaines pièces ayant une fonction annexe ne 
sont pas prises en compte dans notre étude : 9, 
11... 



Rep 


.Nb 


Désignation 


Matière 


Observations 


1 


1 


Vérin hydraulique (corps) 




Power Jacks-5000 daN 


2 


1 


Semelle 






3 


1 


Rondelle plate Ml OU 




Normalisée 


4 


1 


Vis CHC-M 10-30 




Normalisée 

Longueur réduite à 12 


5 


1 


Chape 






6 


1 


Rondelle ressort ondulée 




Cribo-0 18 


7 


1 


Rondelle plate 




Hors norme 


8 


1 


Ecrou spécial M18 




Hors norme 


9 


1 


Pied de positionnement 






10 


1 


Ressort cylindrique hélicoïdal 




Vanel 

C-080- 1 00-0320-A 


11 


1 


Vis CB-M6-20 




Normalisée 

Longueur réduite à 16 


12 


1 


Bride 






13 


1 


Pion 






14 


1 


Vis à tête hexagonale bombée 




Hors norme 


15 


1 


Ecrou Hm-14 




Normalisé 


16 


2 


Anneau élastique 7102-18 




Truarc «E»-7102-18 


17 


1 


Axe 






18 


2 


Rondelle plate Z18U 




Normalisée 


19 


1 


Piston de vérin 






20 


1 


Ressort de traction 







http://fribok.blogspot.com/ 
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On décide de regrouper en «classes d’équiva- 
lence » les pièces qui n’ont aucun mouvement 
relatif les unes par rapport aux autres. (Les pièces 
élastiques ne peuvent entrer dans une telle classifi- 
cation.) On rencontre ainsi : 

Classe a :(1,2, 3, 4) 

Classe /S : (5, 7, 8, 16, 17, 18) 

Classe y : (12, 13, 14, 15) 

Classe 5 : (19) 

Classe P : (pièce à brider) 

QUESTION 1 

Identifier les liaisons suivantes et donner dans le 
repère défini sur la figure 1.57 les degrés de liberté 
qu’eUes permettent : 

(a -fi); (a - S); (fi - y); 

(Y-S); (• Y-P )• 



Hypothèse pour l’étude des liaisons 

Le plan (A, x, y ) est un plan de symétrie, pour la 
géométrie des liaisons et pour les forces extérieu- 
res. 

QUESTION 2 

La liaison (a - P) est supposée parfaite et sans 
adhérence. 

Ecrire en A le torseur d’action mécanique de 
liaison ; caractériser la résultante A (a -* p ) et le 
moment M Â (a -> P )■ 

Ecrire en A et dans 31 (A, x, y, z) les composantes 
algébriques de la résultante et du moment. 

Indiquer l’ensemble des points M(x, y, z) pour 
lesquels la forme particulière du torseur 
{B (a -* P )} est conservée. 

RÉPONSE 



Donner le schéma spacial du mécanisme. 

RÉPONSE 



(a - P) est une liaison pivot sans adhérence d’axe 
(A, x ) donc, avec notre hypothèse de symétrie : 



Liaison (a - P): liaison pivot d’axe (A, x) ; 

degré de liberté : R x . 

Liaison (a - S) : liaison pivot glissant d’axe 
(B, x) ; 

degrés de liberté : R x , T x . 
Notons que si on admet, et c’est plausible, que le 
ressort 20 supprime la liberté en rotation alors 
(a — ô ) est une liaison glissière d’axe (p , x). 
Liaison (p - y) : liaison pivot d’axe (C, z) ; 

degré de liberté : R z . 

Liaison (y — S) : liaison ponctuelle de normale 

(A x) ; 

degrés de liberté : R# R y , T y , R z , T,. 

Liaison (y - P): liaison ponctuelle de normale 
(E, x) ; 

degrés de liberté : R„ R y , T y , R z , T z . 
Schématisation spaciale du mécanisme (fig. 1.58). 



— js )> 



A 



\2(a -> P) I 
l^(« -y P) J 



tels que 



A (a -y p ) _L z 

M Â (a P) porté par (A, z) 



Dans 3i(A, x, y, z ) : 

-o)} = 

\X(a -y P) 0 1 

= \Y(a^p) 0 ( 1 ) 

À [O N (a -> p ) j (x, y, S) 



Soit M(x, y, z) un point quelconque, effectuons la 
réduction du torseur CE (a -> P )} en M : 




Soit : 



-y P) = M À (a -y P ) + MA A A (a -y P). 


-/S)} = 




f X(a -y P) 


zY(a -y p) 1 


= | Y(a -y P) 


-zX(a^p)\ 


M (O 


T J (3c, y, ?) 


N (a -► p ) - xf(a 


-+p)+yX(a -y p). 



Fig. 1.58. 



avec 



Pour que la forme particulière écrite en (1) soit 
conservée, il faut et il suffit que quels que soient 
X(a -> p ) et Y(a -> P ) on ait z = 0. 

La forme particulière de CB(a -* P)} est donc 
conservée pour tout point M appartenant au plan 
de symétrie (A, x, y). 
http://frihok.hlogspot.com/ 
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QUESTION 3 



QUESTION 4 



La liaison (a — S ) peut être considérée, nous 
l’avons vu à la question 1 comme une liaison 
glissière d’axe (B, x). Supposons que cette liaison 
soit une liaison réelle avec frottement de facteur 
f - tan tp. 

Ecrire en B le torseur d’action mécanique de 
liaison ; caractériser la résultante B(a -, 5 ) et le 
moment M B (a -, S). 

Ecrire en B et dans S l(B, x, y, z) les composantes 
algébriques de la résultante et du moment. 

Indiquer l’ensemble des points M(x, y,z) pour 
lesquels la forme particulière du torseur 
C6(tt -> 8 )} est conservée. 



La liaison (fi — y) est supposée parfaite et sans 
adhérence. 

Ecrire en C le torseur d’action mécanique de 
liaison; caractériser la résultante C(fi -, y ) et le 
moment M c (fi -, y). 

Ecrire en C et dans 31 (C, x, y, z) les composantes 
algébriques de la résultante et du moment. 

Indiquer l'ensemble des points M(x, y,z) pour 
lesquels la forme particulière du torseur 

{"G (fi -h. y)} est conservée. 



RÉPONSE 



RÉPONSE 



(fi -, y) est une liaison pivot sans adhérence 
d’axe (C, z ). Donc avec notre hypothèse de 
symétrie : 



(a - 8 ) est une liaison glissière réelle d’axe 
(B, x). 

Donc avec notre hypothèse de symétrie et en fin 
de serrage : 



{G(P -> y )} 



( C(fi 
c 1 M c (0 



{T5(a 



5)} = 



! h* -«) i 


tels que 


1 M B (a -» S ) J 





C(f3 - y ) JL z 
M C (P -* y) = o 



-y) 

-, y) 



tels que 



B(a -, S) ±z 

M B (a -,8) porté par (B, z) 



Dans 3t(2?, x, y, z) 

{■B(a -«)} = 

(X(a - ô) 0 
= E(ûf -, 5 ) 0 

b [û N (a 



) ( 2 ) 



Dans %(C, x, y, z) : 

(X(f3^y) 01 

{G(P -► y )} = m/3-,y) 0 . (3) 

C (O ûj (x.ÿ.z) 

Soit M(x,y,z ) un point quelconque; effectuons 
la réduction du torseur {G (fi -, y )} en M : 

M m (P -, y ) = M c (fi -, y ) + MC a C(/3 -, y) 



Soit M(x, y, z ) un point quelconque, effectuons la 
réduction du torseur {^(a -, 5 )} en M. 

Ü M (a -, S ) = M B (a -, S ) + MB a B(a _ 8 ) 
soit 

-»*)> = 

(X(a -, 8) zY(a -, 5 ) 1 

= E(a^5) -zX(a-,5) 

m [o T J (ï, y, z) 

avec 

T = N(a -^8)-xY(a -+8)+yX(a -,5). 



soit dans (x, y, z) 

{G(P -, y )} = 

IX(P^y) zY(P -, y ) ) 

y(y3^y) - zX (fi -, y) 

a/ [ o -xY(P -+y) + yX(P -,y)J 

Pour que la forme particulière écrite en (3) soit 
conservée il faut et il suffit que quels que soient 
X(p -, y ) et Y(p -, y ) on ait : x - 0 et y = 0 et 
z = 0. 

La forme particulière de {G>(fi ->y)} n’est donc 
conservée qu'au seul point C. 



Pour que la forme particulière écrite en (2) soit 
conservée, il faut et il suffit que quels que soient 
X(a -> 5 ) et Y(a -,8) on ait z = 0. 

La forme particulière de {T>(a ->S)} est donc 
conservée pour tout point M appartenant au plan 
de symétrie (A, x, y). 



QUESTION 5 

La liaison (ô — y ) est supposée parfaite et sans 
adhérence. 

Ecrire en D le torseur d’action mécanique de 
liaison ; caractériser la résultante D(8 -, y ) et le 
moment M D (8 -, y ). 



http://frihoh.hlogspot.com/ 
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Ecrire en D et dans H(D, x, y, z) les composantes 
algébriques de la résultante et du moment. 

Indiquer l’ensemble des points M(x, y,z) pour 
lesquels la forme particulière du torseur 
{■g (5 — y )} est conservée. 



RÉPONSE 

(5 - y ) est une liaison ponctuelle sans adhérence 
de normale (D, x). Donc avec notre hypothèse de 
symétrie : 



{5(5 -y)} = (f (5 - r) | 



tels que 



3(8 -> y) // x 
M d ( 8-+ y) = 3' 



Dans ‘JH(D, x, y , z) : 



{•5(5 ^ y)} 



X(ô 

0 

0 



y) 0 

0 . (4) 

0 (x, y, ?) 



Soit M(x, y, z) un point quelconque; effectuons 
la réduction du torseur {5(5 -» y )} en M\ 

M m (8 - y ) = M d (8 - y ) + Â73 a £(5 - y ) 



{5(5 



y )} = 

\X(8 
0 
0 



y) 0 ] 

-zX(8 - y) 
yX (5 -> y ) J (3, ÿ, ? ) 



Pour que la forme particulière écrite en (4) soit 
conservée il faut et il suffit que quel que soit 
^(5 -> y) on ait : y = 0 et z = 0. 

La forme particulière de {5(5 —■ y)} est donc 
conservée en tout point Me ( D , x). 



EXERCICES AVEC RÉPONSES 



[Tl Manchon de dilatation 

Fonction 

Transmettre une certaine puissance entre deux arbres en 
prolongement en laissant une possibilité de déplacement 
relatif axial pour compenser la dilatation (fig. 1.59). 




Réalisation 

Le plateau 1 possède deux crabots et se trouve en liaison 
encastrement avec l’arbre 2. 

Le plateau 3 possède deux crabots et se trouve en liaison 
encastrement avec l’arbre 4. 



La douille 5 a pour rôle d’assurer la coaxialité des deux 
arbres et se trouve emmanchée à force dans un alésage 
du plateau 1. 

Hypothèse 

Le plan (A, x, ÿ) est un plan de symétrie pour les formes 
des pièces 1, 3 et 5, mais pas pour les forces qui leur sont 
appliquées. Les liaisons étudiées sont parfaites et sans 
adhérence. 

QUESTIONS 

1° Etudier la liaison 1-3. 

Analyser les degrés de liberté. 

Nature de la liaison. 

Expression du torseur (15(1 -► 3 )} en A dans 

* (A, x, ÿ, z). 

2° Etudier la liaison mécanique élémentaire 5-3. 

Analyser les degrés de liberté. 

Nature de la liaison. 

Expression du torseur {B(S-»3)} en A dans 

M(A, x, ÿ, z). 

RÉPONSES 

1“ (1-3) : glissière d’axe (A, x ) 

0 £( 1 - 3)1 

Y( 1-3) M(\ — 3) > 

Z(l-3) N(1 -3) J <*,**) 



(5(1-3)} = 

A 
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Modélisation des liaisons et des actions mécaniques de liaison 



2' (5-3) : Pivot glissant d’axe ( A , x) 

0 0 

{13(5-» 3)} = F(5 -» 3) M(5 -» 3) 

a [Z(5 -» 3) 7/(5-3)J <*,?,?) 

[2~1 Porte-balais pour moteur 
à courant continu 

La figure 1.60 représente un porte balais utilisé sur un 
moteur électrique à courant continu équipant certaines 
locomotives de la SNCF. 

Les balais 2 en graphite sont maintenus au contact du 
collecteur 9 par un système de basculeur 4 et la pression 
de contact est assurée par l’intermédiaire d’un ressort 5 
et d’une lame élastique 8. Les balais 2 sont fractionnés 
en vue d’assurer un contact balai-collecteur satisfaisant ; 
ils ont une section droite rectangulaire. 

Hypothèses 

La liaison balais 2-collecteur 9 est modélisée par une 
liaison plane réelle de normale (A, x). 

La liaison balais 2-lame élastique 8 est modélisée par une 
liaison pivot glissant parfaite sans adhérence d’axe 
( E ; Z). 

Le plan (A, x, y) est un plan de symétrie pour toutes les 
liaisons et pour toutes les forces appliquées. 

QUESTIONS 



2" Schématiser le mécanisme en utilisant la représenta- 
tion plane normalisée. 

3° La liaison (3-2) est réelle, arec adhérence ; définir en 
A et dans A(A, x, y, z) les composantes des éléments de 
réduction du torseur {15(3-» 2)}, dans l’hypothèse où: 
V(Ae 2/3). *<0. 

RÉPONSES 

1' (1-3): Liberté nulle : liaison encastrement. 

(2-3): Liberté T x : glissière d’axe (4, À). 

(2-9) : Liberté R x , T, : plane de normale (A, x). 
(3-7): Liberté R, : Pivot d’axe (C, - ). 

(3-4) : Liberté : Pivot d’axe (fi, 5). 

X(3 -* 2) 0 
{•E(3 -.2)} = F(3-2) 0 

a (O 7/(3 -2) J (3,?,?) 

[~3~1 Joint de cardan-glaenzer spicer 

Un joint de cardan réalise une double articulation 
cylindrique à axes concourants et perpendiculaires 
(fig- 1-61). 

Les pièces 1 et 3 ont sensiblement la même forme : 
(chape). 

La pièce 2 est appelée croisillon et comporte essentielle- 
ment quatre portées cylindriques à 90 degrés équipées 
de cages à aiguilles. 

Hypothèses 

Le repère X. 2 (0, y 2 , z 2 ) est lié au croisillon 2. 

La liaison 1-2 est une liaison pivot d’axe (O, üj). 

La liaison 2-3 est une liaison pivot d’axe (O, ÿ 2 )- 
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QUESTIONS 

1" Etudier la liaison 1-3 et indiquer pour celle-ci : 

— les degrés de liberté. 

— la nature de la liaison. 

2° Donner le schéma spacial normalisé de la liaison 1-3. 
3° Donner le schéma spatial normalisé du mécanisme 
constitué par les liaisons (1-2) et (2-3). 



RÉPONSE 

1" R X2 et R >2 : Liaison sphérique à doigt. 



[Tl Machine de Conditionnement 

La figure 1.62 représente une partie d’une machine de 
conditionnement de produit liquide. Cette partie 
concerne la chaîne cinématique dont l’effecteur est le 
plateau support d’outillage de remplissage et de bou- i 
chage 8. ' 











Modélisation des liaisons et des actions mécaniques de liaison 



Cette chaîne cinématique comprend essentiellement : 

— Un réducteur, entraîné par un moteur, (non repré- 
senté) qui provoque la rotation de l’arbre 1. Cet arbre 1 
est en liaison pivot d’axe (O, x) avec le bâti 0. 

— Sur l’arbre 1, un exentrique 2 est en liaison encastre- 
ment par l’intermédiaire de la clavette 9. 

L’excentricité est e = OA. 

— Une bielle 3 (flg. 1.63) est en liaison pivot d’axe 
(B, x) avec l’arbre 4 porte-plateau et également en 
liaison pivot glissant d’axe ( A , x) avec l’excentrique 2. 



Données numériques : 

e = OA = 22 mm ; R = AB = 47,3 mm . 

Masse à soulever : flacons + 8 + 4 : m - 4 kg. 

Le centre de gravité de cette masse est défini par 
BG = 1 58 mm. 

On prendra g = 10 m/s 2 . 

On donne dans la position de la figure 1.63 : 8 = 30° et 
BC = 90 mm. 

Le mouvement est lent et on pourra négliger les effets de 
l’inertie. 



t r 




Fig. 1.63. 



— L’arbre porte plateau 4 est en liaison pivot glissant 
d’axe (C, ÿ) avec la pièce 5 en liaison encastrement avec 
le bâti O. 

On obtient ainsi depuis l’arbre de sortie du réducteur la 
transformation du mouvement circulaire uniforme de I 
en mouvement de translation rectiligne alternatif du 
plateau 8. 

La figure 1.63 représente la coupe du dispositif par son 
plan de symétrie vertical (O, y, z). 

Le plan (O, y, z) est également un plan de symétrie 
pour les forces extérieures appliquées. 



QUESTIONS 

1° Donner une représentation spaciale normalisée du 
mécanisme en indiquant clairement : 

— Le repère de définition des liaisons ( O, x, ÿ, z). 

— Les pièces principales : 0, 1, 2, 3, 4. 

— Les centres de liaisons : O, A, B , C. 

2° On définit le paramètre 6 = (z, z, ) et on étudie la 
liaison parfaite sans adhérence (2-3). 

Donner dans 31(0 , x, y, z) les composantes des éléments 
de réduction en A puis en O du torseur { TS (2 — ♦ 3 )} . 

3° On étudie la liaison parfaite sans adhérence (3-4). 
Donner dans 31(0, x, ÿ, z) les composantes des éléments 
de réduction en B puis en O du torseur { 15 (3 -► 4 ) } . 

4° On étudie la liaison parfaite sans adhérence (0-4). 
Donner dans 31(0, x, ÿ, z) les composantes des éléments 
de réduction en C puis en B du torseur {15(0 -► 4)} . 

5° Dans le but de calculer, pour la position de la 
figure 1.63, c’est-à-dire pour 6 = 30°, le couple fourni 
par l’arbre moteur 1, on étudiera successivement : 

— l’équilibre strict du système { flacons + 8 + 4 } ; 

— l’équilibre strict de 3 ; 

Calculer ,Vf 0l ( 2 -► 3), puis V/ 0 ,( 1 -> 2). 



RÉPONSES 

0 01 
2° {'B(2~>3)> = Y( 2->3) 0 

a (Z(2 -> 3) OJ a.ÿ.z, 

{13(2 -► 3)} = 

fO 1 1 Z (2 -> 3 ) - 11 -Jî K(2->3) 



0 0 
y(3->4) 0 



K(2->.3) 0 

o\Z( 2^3) 0 

3” {13(3 -► 4)} = 



a. 



{13(3 -*4)} = 

o 

4° { 15 (0 -*4)> = 



b [Z(3 -► 4) Oj (z.ÿ.î) 

0 54,3 Z(3- 4) 

Y ( 3 -4) 0 

Z(3-4) 0 

0 L(0->4) 

0 0 

c [Z(0->4) 0 



(ï, ÿ,D 



(ï. v, 7) 



{ 13 (0 -»4)> = 

ro L(0 -> 4) + 90 Z(0 -► 4) 

\ 0 0 

b [z(0-4) 0 



(*.?,?) 



5° M 0x ( 2 - 3) = M 0x ( 1 -► 2) = - 955,7 (N mm) . 
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r STATIQUE D’UNE 

E PLANE PJMt 

IT A UN AXE DE SON 



Le moment quadratique 1(0, x ) de la surface 
plane (S) par rapport à l’axe (O, x) de son plan est 



axes principaux 
□ d’une section 



En projection sur (O, x) on obtient : 



yds =y G S = W(0, x) 



En projection sur (O, y) on obtient : 



1 . 1 . DÉFINITION (fig. 2.1) 



Le moment statique W(0, x) de la surface plane 
(S) par rapport à l’axe (O, x) de son plan est défini 
par la relation : 



x ds = x fi 5 = W(0 , y) 



Le moment statique de (S) par rapport à l'axe 
(O, y) s’écrit alors : 



2 . 1 . DÉFINITION (fig. 



mO vt = xdf 



Unités : longueur en mètres, surface en mètres carrés, Il défini par la relation : 



W(0, y ) en mètres cubes. 

Nota : Le moment statique peut être positif, négatif ou 
nul. 




1 .2. PROPRIÉTÉ DU CENTRE DE 
SURFACE G DE (S) (fig. 2.2) 

D’après la définition du centre de surface, on peut 
écrire : 

(ŸM x ds = ÏÏd x S 

s 



Le moment quadratique de (S) par rapport à l’axe 
(O, y) s’écrit : 




Unités : longueur en mètres, surface en mètres carrés, 
1(0, x) en (m 4 ). 

Nota : Un moment quadratique est toujours positif. 
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Axes principaux d’une section 



2.2. PROPRIÉTÉ (fig.2.3) 



'Le moment quadratique 1(0, x) de la surface 
(S) par rapport à Taxe (O, x) de son plan est égal 
au moment quadratique Ï(G, x) de (S) par rapport 
à l’axe (G, x) augmenté du produit de l’aire de la 
surface par le carré de la distance des axes 



I (O, x) = I (G, x) + Sd 2 



( 2 ) 



On peut écrire de même : 

1(0, y) = I(G, y) + Sd' 2 . 




Fig. 2.3. 



Nota : Un moment quadratique polaire est toujours 

positif. 

Le moment quadratique d’une surface plane ( S ) par 
rapport à un axe (O, z) perpendiculaire à son plan est 
égal au moment quadratique polaire de (S) par 
rapport au point O où l’axe coupe le plan. 



3.2. PROPRIÉTÉ 






Le moment quadratique polaire d’une surface 
plane (S) par rapport à un point de son plan est 
égal à la somme des moments quadratiques par 
rapport à deux axes rectangulaires de son plan 
passant par ce point 



h = 1(0, x) + 1(0, y) 



( 2 ) 



4 . MOMENTS QUADRATIQUES à 
CONNAÎTRE ÇO est en G) 



3 * MOMENT OUA PRATIQUE 
POLAIRE D'UNE SURFACE 
PLANE PAR RAPPORT À UN 
POINT OE SON PLAN 



3.1. DÉFINITION (fig. 2.4) 



Le moment quadratique polaire I 0 de la surface 
plane (S) par rapport au point O de son plan est 
défini par la relation : 



O 

II 


p 2 às 




S 



Unités : longueur en (m), surface en (m 2 ), / 0 en (m 4 ). 




Fig. 2.4. 





Igx 


Igy 


Io — Ig 


d 


.V 

G 




bh 3 
12 


hb 3 
12 


fl (bl + hl) 


1 


tJ 

r | 


r 


x' 


>• 

r 


a 

ÏU 


a 4 

12 


a 4 

12 


a 4 

6 




E 

y 


!r 


y 

■r ; 


d 

IG 


nd 4 
~64 


7 id* 
~64~ 


nd 4 

~32 


/ 


y 


J 


D 

¥-■ 


~( DA ~ d *) 
64 


64 


y 2 (D 4 -d 4 ) 


; 


w 



Nota : Tous les constructeurs de profilés donnent les 
moments quadratiques des sections de ceux-ci dans 
leurs catalogues. L’unité employée est généralement le 

cm 4 . 



http://friboh.blogspot.com/ 



35 







Modélisation, résistance des matériaux, notions d’élasticité 



5 . MOMENT PRODUIT 1(0, x, y) 
DE LA SURFACE PLANE (S) 
PAR RAPPORT AUX AXES 
(O, x) ET (O, ÿ) DE SON PLAN 



5.1. DÉFINITION (fig. 2.3) 



Le moment produit 1(0, x, y) de la surface plane 
(S) par rapport aux axes (O, x) et (O, y) de son 
plan est défini par la relation : 



il 



1(0, x, y) = 



JJ/ Jds 



a) 



Unités : longueur en (m), surface en (m 2 ), 7(0, x, y) 
en (m 4 ). 



5.2. CAS PARTICULIER (fig. 2.5) 



Si les axes (O, x ) et (O, y ) sont orthogonaux et si 
l’un d’eux est axe de symétrie de (S), on obtient 
alors : 

7(0, x,y)= 0. 




Fig. 2.5. 



5.3. PROPRIÉTÉ (fig. 2.6) 



avec 



*c >'g d s = x cya 



x G y , ds = x G 



x, y a ds = y G 



j ds = x G y G S 
y, ds = 0 car G e (G, y,) 
ds = 0 car G e (G, xq) 



x,y, ds = 7 (G, x„ y,) 



d’où 

7(0, x, y) = 7(G, x u y,) + Sx a y G . 




Le moment produit 1(0, x, y) de la surface plane 
(S) par rapport au repère (O, x, y) de son plan est 
égal au moment produit I(G, x, y) de la surface 
plane (S) par rapport au repère (G, x, y) de son 
plan augmenté du produit de l’aire S de la surface 
par les coordonnées de son centre de surface G 



1(0, x, y) = I(G, x, y) + Sx G y G 



( 2 ) 



5.4. CONSÉQUENCE (fig. 2.7) 



Si les axes (G, 3c) et (G, y) sont situés dans le plan de 
la surface plane (S) et sont orthogonaux et si l’un des 
axes est axe de symétrie de (S), le moment produit 
7(0, x, y) a pour valeur : 



On considère la surface plane (S) et les axes 
(O, x, y ) et (G, 3c,, y,) de son plan tels que 
3?j = 3c et y [ = y. 

On peut écrire que : OM = OG + GM 



d’où : 



x = x G + x x et y - y G + y x 



1(0, x, y) = 
7(0, 3c, y) = 



(x c + x,)(y c +y,)d5 



x G y G ds + 



x x y G ds + 



x G y x ds 



x x y, dj 
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Axes principaux d’une section 



»■ CHANGEMENT DE 

DIRECTION DES AXES. 
MOMENT QUADRATIQUE PAR 
RAPPORT A DES AXES 
CONCOURANTS 




On considère une surface _plane (S) et deux systèmes 
d’axes (O, x, y) et (O, X, Y) de son plan tels que 

(fig- 2.8) : 

(x, X) = <p . 

Supposons que les moments quadratiques 1(0, 3c) et 
1(0, y) et le moment produit 1(0, x, y) soient 
connus. 

On se propose de déterminer 1(0, X), 1(0, Y) et 
1(0, X, Y). 



Fig. 

Par définition on peut écrire que : 



1(0, X) 



y 2 ds; 1(0, Y) = 



X 2 d s; 



1(0, X, Y) = 



XY d.s . 



Ecrivons les relations de changement de base 

x = cos (pX - sin <p Y et y = sin tpX + cos <p Y 



OM = xx + yy - XX + YŸ 
OM = *(cos ipX - sin <p y) 

+ y(sin <pX + cos <pŸ) = XX + YŸ 

d’où 

X = x cos <p + y sin <p et Y = y cos (p ~ x sin <p . 
Le moment quadratique 1(0, X) s’écrit : 



KO, X) = 
1(0, X) = 



(y cos <p - x sin <p ) 2 d.ç 



y 2 cos 2 <p di + 



x 2 sin 2 <p d.s 



2 xy sin <p cos <p d.s 



1(0, X) = 1(0, 3c) cos 2 <p + 1(0, y) sin 2 < p 
- I (O, x, y) sin 2 <p 
En fonction de l’angle 2 (p on obtient : 



■ O) 



1(0, X) = 



1(0, x ) + I(0, y) 



1(0, x)- 1(0, y) 

+ cos 2 <p 

- / (O, x, y) sin 2 <p 



Le moment quadratique 1(0, Ÿ) s’écrit 



■ ( 2 ) 



KO, Y) = 
KO, Ÿ) = 



(jc cos i p + y sin <p ) 2 ds 



<P ds + J 



y 2 sin 2 <p di 



2 xy sin <p cos <p d.s 



1(0, Ÿ) = 1(0, y) cos 2 <p + 1(0, 3c) sin 2 <p 
+ 1(0, x, y) sin 2 <p 

En fonction de l’angle 2 <p on obtient : 



• (3) 



ko, y) = 



1(0, x) + 1(0, y) 



KO, 3c) -KO, y) 



cos 2 tp 



(4) 



+ 1(0, x, y) sin 2 <p 



Le moment produit 1(0, X, Ÿ) s’écrit 
1(0, X, Ÿ) 

(* cos (p + y sin <p ) x (y cos <p - x sin <p ) ds 



1(0, X, Y) = 



xy cos 2 <p ds ■ 



xy sin 2 <p ds 



J 



y 2 sin <p cos ip ds 



jc 2 sin <p cos (p ds . 



En fonction de l’angle 2 ip on obtient : 



un v vs KO, x)- 1(0, y) . 

1(0, X, Y) = sin 2 <p 



• (5) 



+ I (O, x, y) cos 2 <p . 
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Modélisation, résistance des matériaux, notions d'élasticité 



Regroupons les résultats précédents sous la forme la plus utilisée : 





Soient (O, x, y) et (O, X, Y) deux systèmes d’axes 
concourants situés dans le plan de la surface plane 
(S) et tels que (x, X) = <p (fig. 2.19). 

Nous avons vu (relations (2) et (4) paragraphe 6) que 
1(0, X) et 1(0, Y) varient en fonction de l’angle <p. 
Les valeurs extrêmes / max et / min sont obtenues pour : 

3/(0, X) 3 1(0, Y) 

dtp 3i p 

A partir de la relation (2) paragraphe 6 on obtient : 



3 1(0, X) 

dtp 



[1(0, x) - 1(0, y)] sin 2 <p 

— 21 (O, x, y) cos 2 <p = 0 



d’où : 



tan 2 (p 



-2 1(0, x,y) 
1(0, x) - I (O, y) 



O) 



La relation (1) définit deux valeurs de <p : et 

TT 

<P\ + TT- 



A partir de la relation 



3 1(0, Y) 

= 0 on obtient la 

dtp 



même relation (1). 

Il existe donc deux axes rectangulaires (O, X) et 
(O, L) passant par O pour lesquels le moment 
quadratique de (S) est maximal pour l’un et minimal 
pour l’autre. 



7.1. DÉFINITIONS 



I Les deux axes rectangulaires passant par O et 
situés dans le plan de la surface plane (S) pour 
lesquels le moment quadratique de (5) est maximal 
pour l’un et minimal pour l’autre sont appelés axes 
principaux en O de la surface (S). 

Les axes principaux au centre de surface G de 
(S) sont appelés axes centraux. 



7.2. PROPRIÉTÉ 



Si (O, X) et (O, Y) sont les axes principaux en O de 
la surface plane (S), la relation (1) du paragraphe 7 
est vérifiée ; dans ce cas la relation de définition du 
moment produit 1(0, X, Y) (relation (5) du paragra- 
phe 6) permet d’écrire que : 

1(0, X, Y) = 0 . 



Réciproquement, si 1(0, X, Y) = 0, les axes (O, X) 
et (O, Y) sont axes principaux de (S), d’où le 
théorème : 



Les axes rectangulaires (O, X) et (O, Ÿ) situés 
dans le plan de la surface plane (S) sont les axes 
principaux en O si et seulement si le moment 
produit 1(0, X, Y) est nul 

1(0, X,Y)=0 o (O, X) et (O, F) 
sont les axes principaux en O. 



Sm CALCUL DES MOMENTS 

QUADRATIQUES MAXIMAL 
et minimal 



Dans le repère (O, X, Ÿ), en remplaçant dans la 
relation (2) paragraphe 6, 1(0, x, y) par sa valeur 
définie par la relation (1) paragraphe 7 on obtient : 

1(0, x) = w 

1(0, S) -1(0, y) 

2 

soit 

1(0, x) = + no, y) 

+ 1(0, x) — I (O, y) 
2 cos 2 i p 



cos 2 i p + 



sin 2 tp 
cos 2 <p 
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Exprimons cos 2 <p en fonction de 1(0, x), 1(0 , y) 
et 1(0, x, y) : 

La relation (1) paragraphe 7 s’écrit 



tan 2 2 <p 



4 1(0, x, y) 2 
[1(0, x) — I (O, y)] 2 ' 



On peut écrire que 



cos 2 2 (p = 

1 + tan 2 2 <p 

1 



cos 2 2 <p 
d’où 



[1(0, x)-I(Q, y)] 2 
[1(0, x) — I (O, y)] 2 + 4 1(0, x, y) 2 



cos 2 <p 



±[I(Q,x)-I(Q,y)} 
yj [1(0, x) - 1(0, y)} 2 + 4 1(0, x, y) 2 



En portant chacune des deux valeurs possibles de 
cos 2 <p dans l’expression de 1(0, X) déterminée ci- 
dessus on obtient les formules encadrées ci-dessous. 



4/(0, x, y) 2 
[1(0, x) — I (O, y)] 2 



Nota : On retrouve les mêmes valeurs à partir de 
/(O, Y). 




1(0, x) + 1(0, y) 
2 

1(0, x) + 1(0, y) 
2 



+ \ V U(0, x) -1(0, y)] 2 + 41 (O, x, y) 2 
- \ yj[l(0, x) - 1 (O, y)] 2 + 41(0, x, y) 2 . 



( 1 ) 



9 - DÉTERMINATION 

QRAPNIQUE DES MOMENTS 
QUADRATIQUES^ CERCLE DE 
MÔHR 



Sur l’axe (O, x) construisons : 

ÔH = 1(0, x) 

ÔË =1(0, y) 

— I (O, x) + I (O, y) 



1 er cas 

■ On connaît 1(0, x), 1(0, y) et 1(0, x, y) d’une 
H section (S) par rapport aux axes rectangulaires 
H (O, x, y) et on recherche les directions principales 

■ (O, X) et (O, Y) ainsi que / max et 1^ correspon- 
m dants. 




Dans le repère (O, x, y) portons en abscisse les 
moments quadratiques et en ordonnées les moments 
produits changés de signe (fig. 2.9). 



(J est le milieu de HE). 
On obtient alors : 



JH = 



1(0, x) - I (O, y) 
2 



Parallèlement à (O, y) construisons le point A tel 
que : 

7TÂ = - 1(0, x,y) . 



Nous remarquons alors que (fig. 2.9) : 



—+■ — ► TJ A 

tan (JH, JA) = t±- 
JH 



-2 1(0, x, y) 
1(0, x) - I (O, y)' 



D’après la relation (1) paragraphe 7 on en déduit 
que : 



(JH, JA) = 2pj 



avec 



(Ox, OX) = <p j . 



Construisons le cercle de centre J et de rayon 
R = JA. 

Ce cercle est appelé cercle de Môhr. 

Soient C et D les inter secti on s du cercle de Môhr avec 
l’axe (O, x) tels que OD =- OC . 
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On remarque alors que : 




D'après les relations (1) paragraphe 8, on en déduit 
que : 



La figure 2.10 représente le cas où 
1(0 , y) => 1(0, x). Sur cette figure on note : 



I max = OD et / mi „ = OC. 



(JH, JA) = (7È, Tfl) = 2<p, . 



Sur le cercle de Môhr l’angle 2 <p 1 est défini par : 



(JH, JA) = 2 <p t 



avec (Ox, OX) = ip, , 



2 e cas 



d’où les directions principales : 

(Ox,OX) = <p, et (Ox, OŸ) = <p l + y . 




L’angle <p x est orienté : Le sens positif sur le cercle de 
Môhr est défini par (Ox, O y) = + — . 



Ï Dans une section (S) on connaît les directions 
principales (O, X, Y) ainsi que 1(0, X) = I mtx et 

P 1 ( 0 , F) = et on recherche pour les axes 

! * (O, x, y) définis par 

(A, x) = tp 

les valeurs de 1(0, x), 1(0, ÿ) et 1(0, x, y). 



Nota : Ce deuxième cas se rencontre lorsque l’un des 
axes (O, F) ou (O, K) est axe de symétrie de la 
section. 



Les relations (2), (4) et (5) du paragraphe 6 permet- 
tent d’exprimer 1(0, x), 1(0, y) et 1(0, x , y) à 
condition de : 

— permuter la désignation des axes : x <-+ X et 

y y -, 

— d’écrire que (X, x) = <p ; 

— d’écrire que 1(0, X, Ÿ) = 0. 

On obtient : 
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Sur l’axe (O, X) construisons (fig. 2.11) 

ÔD =1(0, X) = I màx 
OC = 7(0, ?)=/ min 
^ 1(0, X) + I(0, Ÿ) 



D’après les relations (1), (2) et (3) paragraphe 9 on en 
déduit que : 

1(0, x) = ÔH, 

1(0, y) = OF. 

1(0, x, y) = HA . 




Construisons le cercle de centre J et de rayon 



R = JD 



1(0, X)-I(0, Y ) 
2 



Ce cercle est le cercle de Môhr. 

Construisons le point A (x) sur le cercle de Môhr tel 
que : 

(CD, CA) = <p . 



Soit H la projection orthogonale de A sur (O, X). 
Soit E le symétrique de H par rapport à J. 

Sur la figure 2.11 on remarque que : 

JH = R cos 2 <p 

1(0, X)~ 1(0, Y) 

= cos 2 <p 

OH = 07+77/ 




La figure 2.12 représente la section d’une cornière. 
On se propose de déterminer la position des axes 
principaux et la valeur des moments quadratiques 
maximal et minimal relatifs à cette section. 




Fig. 2.12. 



QUESTION 1 

Déterminer le centre de surface G de la section S. 



1(0, X) + I (O, Ÿ) 

2 

1(0, X)- 1(0, Ÿ) 

H COS 2 Ip 

ÔË =ÔJ + 7Ë 

1(0, X) + I(0, Ÿ) 

2 

1(0, X)- 1(0, Y) 
cos 2 <p 

HA = R sin 2 <p 

1(0, X)- 1(0, Ÿ) . 

= — r- Sin 2 <p . 



RÉPONSE 

On peut décomposer la section S en deux surfaces 
S, et S 2 : 

S , = 140 x 20 = 2 800 mm 2 
S 2 = 60 x 20 = 1 200 mm 2 
S = S, + S 2 = 4 000 mm 2 . 

Les coordonnées de G, et G 2 dans (O, x, ÿ) sont : 
r I i0 „ 150 

G '|?o Hio- 

Le centre de surface G de S est défini par la relation : 

Gtr S = S (s) ÔZ, S, . 
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En projection sur x on obtient : 

x o i s \ + x g 2 s 2 10 x 2 800 + 50 x 1 200 
X ° ~ S ~ 4 000 

x G = 22 mm . 

En projection sur y on obtient : 

y g | ‘-h "b y G2 s 2 70 x 2 800 + 10 x 1 200 
y ° ~ 5 - 4 000 

y G = 52 mm . 



QUESTION 2 



La relation (2) paragraphe 5 permet d’écrire : 

I\(G, x, ÿ) = 7,(G „ x, ÿ) + S, x C| y Gl 
7, (G, x,y) = 0 + 2 800(10 - 22)(70 — 52) 
7, (G, x, ÿ) = - 604 800 mm 4 
/j(G, x, y) = 7 2 (G 2 , x, ÿ ) + 5 2 jc C 2 j-ej 
/ 2 (G, x, y) = 0 + 1 200(50 - 22)(10 - 52) 
/ 2 (G, x, j) = - 1 41 1 200 mm 4 

d’où : 

/(G, x, y) = — 604 800 - 1 41 1 200 

/(G, x, ÿ) = - 2 016 000 mm 4 . 



Pour là section (S) déterminer les moments quadratiques 
/(G, x) et I(G, y) et le moment produit I(G , x, y). 



RÉPONSE 

On désigne par /,(G, je) et / 2 (G, S) les moments quadrati- 
ques de S, et Sj P ar rapport à l’axe (G, x). On peut écrire 

que : 

/(G, x ) = 7, (G, x) + 7 2 (G, x). 

La relation (2) paragraphe 2 permet d’écrire : 

/,(G, x) = /,(G„ x) + 5, d] 

/,(G, 5) = -° x J-° 3 + 2 800 x (70 - 52 ) 2 
/,(G, x) = 5 480 533,3 mm 4 
/ 2 (G, x) = - ° ^ 2 ° 3 + 1 200 x (52 - 10) 2 
7 2 (G, Je) = 2 156 800 mm 4 

d’où : 

/(G, x) = 5 480 533,3 + 2 156 800 

/(G, x) = 7 637 333,3 mm 4 . 

De la même façon on définit 

/(G, y) = 7 1 (G, >0 + 7 2 (G, j) . 

La relation (2) paragraphe 2 permet d’écrire : 

7, (G, y) = I,(G ] ,ÿ) + S l d^ 

7, (G, ÿ) = - 40 1 ^, - 3 + 2 800 x (22 - 10) 2 
7, (G, y) = 496 533,3 mm 4 

ÿ) = 20 ^ 2 6 ° - + 1 200 x (50 - 22) 2 
7 2 (G, +) = 1 300 800 mm 4 

d’où : 

7 (G, y) =4 965 333,3 + 1 300 800 

7 (G, ÿ) = 1 797 333,3 mm 4 . 



QUESTION 3 



Déterminer par la méthode algébrique la position des axes 
principaux au centre de surface G de la section (S) et la 
valeur des moments quadratiques maximal et minimal corres- 
pondants. 

RÉPONSE 

Les directions principales au centre de surface G de la 
section (S) sont définies à partir de la relation (1) paragra- 
phe 7, d’où : 



tan 2 <p 
tan 2 <p 



d’où : 



— 27 (G, x, y) 

I (G, x) — 7 (G, y) 

-2(- 2 016 000) 

7 637 333,3 - 1 797 333,3 



0,6904 , 



= (it X) = 17,31° et <p 2 = (x, Ÿ) = 107,31° 



Les moments quadratiques maximal et minimal au centre de 
surface G de la section (S) sont définis par les relations (1) 
paragraphe 8, d’où : 

r 7(G, x) + 7 (G, y) 

^max 2 

+ \ JU(G, x) -7 (G, ÿ)] 2 + 47 (G, x, ÿ) 1 . 

On obtient : / max = 8 265 664,7 mm 4 

T (G, x) + I (G, y) 

1 min 2 

-\s/mG, x) — I (G, >5)] 2 +47(G, x, >i ) 2 . 

On obtient : = 1 169 001,9 mm 4 . 

QUESTION 4 



Déterminer par la méthode graphique de Mohr la position 
des axes principaux au centre de surface G de la section 
(S) et la valeur des moments quadratiques maximal et 
minimal correspondants. 

RÉPONSE 



On désigne par 7,(G, x, >>) et 7, (G, x, y) les moments 
produits de S, et S 2 par rapport aux axes (G, x, y). On peut 
écrire que : 



Dans le repère (G, x, +) et en fonction de l’échelle choisie 
sur l’axe (G, je) on porte (fig. 2.13) : 



7 (G, je, ÿ) = 7, (G, x, >D + 7 2 (G, x, 



(HJ = 7 (G, x) = 7 637 333 mm 4 
ÛW/friboh.bhgspEom/^' y) = ' 797 333 ^ ' 
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Fig. 2.13. 



On note J le milieu de EH. 

Parallèlement à (G, ÿ) on porte : 

TJA = - I (G, x, ÿ) = 2 016 000 mm 4 . 

On trace le cercle de Môhr de centre J et de rayon JA. Ce 
cercle coupe l’axe (G, x) en C et D. 

On trace CA et on mesure : 

(ch, CA) = 17,5° . 

On construit (G, X) parallèle à CA puis (G, Ÿ) tel que 

(*, = 

Sur l’axe (G, x) on mesure : 

CD = » 8,28. 10 4 mm 4 

GC = / mi „ = 1,18.10 ‘mm 4 . 



EXERCICES AVEC REPONSES 



| 1 | La figure 2.14 représente la modélisation de la 
section d’une cornière 60 x 60 x 6 NF A45-009. 




Fig. 2.14. 



QUESTIONS 

1° Déterminer les coordonnées, dans le repère (O, x, ÿ), 
du centre de surface G de la section. 

2* Déterminer les moments quadratiques /(G, x), 
/(G, y) et le moment produit /(G, x, y). 

3° Déterminer par la méthode algébrique la position des 
axes principaux au centre de surface G de la section et la 
valeur des moments quadratiques maximal et minimal 
correspondants. 

4° Déterminer par la méthode graphique de Môhr la 
position des axes principaux au centre de surface 
G de la section et la valeur des moments quadratiques 
maximal et minimal correspondants. 

RÉPONSES 

1” x a = 17,21 mm ; y G = 17,21 mm. 



Y /(G, *) = 233 285,68 mm 4 ; 

/(G, ÿ) = 233 285,68 mm 4 ; 

/(G, x, ÿ) = - 138 126,32 mm 4 

3” <p, = (x, X) = 45° ; V2 = (x, Ÿ) = 135*. 

7 mjl = /(G, X) = 371 412 mm 4 ; 

7 m ,„ = / (G, Y) = 95 159,36 mm 4 . 

La figure 2.15 représente la modélisation de la 
section d’une cornière 90 x 70 x 8 NF A45-009. 




Fig. 2.15. 



QUESTIONS 

1” Déterminer les coordonnées, dans le repère (O, x, ÿ), 
du centre de surface G de la section. 
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2° Déterminer les moments quadratiques 1(G, 5), 
I(G, ÿ) et le moment produit /(G, x, y). 

3° Déterminer par la méthode algébrique la position des 
axes principaux au centre de surface G de la section et la 
valeur des moments quadratiques maximal et minimal 
correspondants. 

4° Déterminer par la méthode graphique de Môhr la 
position des axes principaux au centre de surface 
G de la section et la valeur des moments quadratiques 
maximal et minimal correspondants. 

RÉPONSES 

1" x G = 18,276 mm ; y G = 28,276 mm. 

2“ I(G, x) = 982 328,49 mm 4 ; 

/(G, y) = 522 488,49 mm 4 ; 

/(G, x, y) — — 421 436,84 mm 4 . 

3" (x,X) = <p x = 30,69" ; (x, Ÿ) = <p 2 = 120,69° ; 

/(G, X) = ffnax - 1 232 483,7 mm 4 ; 

/(G, Ÿ) = / mj „ = 272 333,27 mm 4 . 

| 3 | La figure 2.16 représente un profilé d’aluminium de 
section droite (S).. O est le centre de symétrie de 
(G). Les cotes sont exprimées en millimètre. 




QUESTIONS 



REPONSES 

1° 1(0, x) = 9 698 130 mm 4 ; 

1(0, y) = 3 628 672,5 mm 4 ; 

1(0, je, y) = 4517 640 mm 4 . 

Le centre de surface G est situé au centre de symétrie O 
de (S). 

2" (Gx, GX) = — 28,06 degrés ; 

(GÎ, GÎ) = 61,94 degrés. 

/(G, X) = I mai = 12 105 703 mm 4 ; 

7 (G, Ÿ) = 7 min = 1 221 099,5 mm 4 . 

| 4 [ La figure 2.17 représente la section droite (5) d’un 
profilé. 




QUESTIONS 

1° Déterminer dans le repère (O, x, y) les coordonnées 
du centre de surface G de la section (S). 

2° Déterminer les moments quadratiques /(G, x), 
I(G, ÿ) et le moment produit /(G, x, ÿ). 

3° Déterminer par la méthode algébrique la position des 
axes principaux au centre de surface C de (S) et la valeur 
des moments quadratiques maximal et minimal corres- 
pondants. 

4” Déterminer par la méthode graphique de Môhr la 
position des axes principaux au centre de surface 
G de (S) et la valeur des moments quadratiques maximal 
et minimal correspondants. 



1’ Déterminer les moments quadratiques 1(0, x) et 
1(0, ÿ) et le moment produit 1(0, x, y) de la section 
droite (S). 

Déterminer la position du centre de surface G de 
(S). 

2° Déterminer par la méthode algébrique la position des 
axes principaux au centre de surface G de la section 
droite (S) et la valeur des moments quadratiques maximal 
et minimal correspondants. 

3" Déterminer par la méthode graphique de Môhr la 
position des axes principaux au centre de surface 
G de la section droite (S) et la valeur des moments 
quadratiques maximal et minimal correspondants. 



REPONSES 

1‘ x c = 29,885 mm ; y G = 26,552 mm. 

2° /(G, x) = 1 042 347,8 mm 4 ; 

/(G, y) = 1 310 827,8 mm 4 ; 

/(G, 5c, ÿ) = - 538 270,83 mm 4 . 

3° (x, X) = (p, = - 38" ; (x, Ÿ) = Vl = 52". 

/(G, X) = 7 min = 621 830,32 mm 4 ; 
/(G, Y) = I max = 1 731 345,3 mm 4 . 
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' notion de contrainte 
•a#* eu loi de Hooke 



Un système matériel est une quantité de matière, homogène 
ou non, dont la masse reste constante pendant son étude ; il 
peut donc, de façon conventionnelle, être constitué par une 
portion de solide. 

Dans un solide, il est nécessaire d’admettre l’existence d’un 
système de forces internes de cohésion ; actions intermolécu- 
laires, qui permettent entre autres à celui-ci de conserver sa 
forme propre. 

En résistance des matériaux, nous serons amenés très 
souvent à effectuer une coupure fictive d’un solide donné 
(E) par un plan (P) (fig. 3.2). Ce plan divise le solide en deux 
parties et on peut par exemple considérer comme système 
matériel la partie (E,) de (E). 



1 ■ ÉLÉMENTS DE RÉDUCTION 
DES EFFORTS DE COHÉSION 
DANS UNE SECTION DROITE 



1.1. DÉFINITIONS. REPÉRAGE DE 
LA COUPURE 



Considérons une poutre (E) et rappelons les principa- 
les définitions qui concernent celle-ci. 



On appelle poutre (fig. 3.1) un solide engendré par 
une surface plane (S) dont le centre de surface 
G décrit une courbe plane appelée ligne moyenne. 




— La ligne moyenne est droite ou son rayon de 
courbure est grand par rapport aux dimensions de la 
section. 

— La section droite (S) de centre de surface 
G est constante ou varie progressivement. 

— La poutre a une grande longueur par rapport aux 
dimensions transversales. 



— La poutre possède un plan de symétrie. 

— Les points disposés de façon identique sur les 
sections droites jouissent de certaines propriétés 
communes ; on dit qu’ils appartiennent à des fibres. 

- La ligne moyenne ou fibre moyenne possède des 
propriétés particulières. 

Supposons provisoirement que la poutre ( E ) ait une 
ligne moyenne droite (fig. 3.2). 




Soit % 0 (A, x 0 , y 0 , z 0 ) un repère lié à la poutre. Ce 
repère est choisi tel que (A, 3c 0 ) soit porté par la ligne 
moyenne. Ce repère (3t 0 ) appelé repère de position 
est utilisé : 

— pour l’étude de l’équilibre de (E) et la détermina- 
tion des actions mécaniques extérieures qu'elle sup- 
porte ; 

— pour repérer la section droite ( S ) de ( E ) dans 
laquelle nous analyserons les contraintes. Dans 
(*o) : 

AG = y . ,v 0 . 
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Notons également que : ( P ) désigne la poutre, 
(P) désigne le milieu extérieur à la poutre, c’est-à- 
dire essentiellement les pièces mécaniques de liaison, 
de celle-ci avec le reste du mécanisme. 

La coupure fictive par le plan (P) qui définit la 
section (S) de centre de surface G, partage la poutre 
(P) en deux tronçons (P, ) et (P 2 ). On convient de 
déplacer le plan de coupure (P) d’une extrémité à 
l’autre de la poutre et toujours dans le même sens. Il 
en résulte que le volume d’un des tronçons augmente 
et que celui de l’autre diminue. 

On appellera (P,) le tronçon dont le volume croît. 



1 . 2 . ÉTUDE DE L’ÉQUILIBRE DE LA 
POUTRE (£) 

( E ) est soumise en général à : 

des actions à distance ; ex. : son poids ; 

— des actions de contact ; ex. : actions mécaniques 
des liaisons avec le milieu extérieur. 

L’ensemble des actions mécaniques de (Ë) sur 
(P), qu’il s’agisse de forces concentrées ou réparties, 
ponctuelles, linéiques ou surfaciques sera désigné 
par : 

Torseur des forces extérieures de (Ë) sur (E) et noté : 



etc. Notons { T3 (Æ - -> P t ) j le torseur associé à ces 
actions ; 

— les actions mécaniques que ( E 2 ) exerce sur 
(P^) à travers la section (S). Ces actions mécaniques, 
inconnues a priori, sont des forces, extérieures pour 
(Pi), mais intérieures pour la poutre (P). La connais- 
sance de ces forces de cohésion et leur répartition à 
travers (S) constituent l’un des buts poursuivis en 
résistance des matériaux. Notons {t; coh } torseur 
associé à ces actions. 




— L’équilibre de (Pj ) se traduit par: 



{ts(p->p,)} + {TW = {0} 



(? 



(s(p^p)} . 

— L’équilibre de (P) se traduira donc par : 



{S(P^P)} = {0} 



0) 



En tout point, et en particulier en A , origine de 
(3l 0 ), la relation (1) entraîne que : 



| P(P-P) = Ô 
| m a (p P) = Ô 



où : P (P -► P) désigne la résultante des actions 
mécaniques extérieures de (P) -► (P) et M À {Ë -+ P) 
désigne le moment résultant en A des actions mécani- 
ques extérieures de (P) -> (P). 



1.3. ÉTUDE DE L’ÉQUILIBRE DU 
TRONÇON (E, ) (fîg. 3.3) 



Considérons les éléments de réduction en G de ces 
deux torseurs : 

t 

( P(P^P,) ] 



{TW = 




Dans le but de simplifier l’écriture des équations 
que nous rencontrerons ultérieurement, nous 
conviendrons de désigner seulement par R et 
M g les éléments de réduction 'tu torseur des forces 
de cohésion dans la poutre, que le tronçon 
(P 2 ) exerce sur (Pj) à travers la section droite 
(S). R et M g sont des fonctions de l’abscisse 
x du centre de surface G de (5). 



La relation (3) entraîne alors que : 



P(P-P,) + P =0 
M G (Ë-*E l ) + M g =0. 



Par conséquent, exprimons les éléments de réduction 
en G du torseur des forces de cohésion. 



Le tronçon (P,) de la poutre (P) est soumis à un 
système de forces extérieures qui comprend : 



— les actions mécaniques du milieu extérieur (P) sur 
(P,), par exemple: pesanteur, actions de liaison, 
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R= - P(P-vPj) 
Mc = - M C (É - P,) 



( 4 ) 
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REMARQUE 

I La poutre ( E ) étant considérée comme l’ensemble 
des deux tronçons {E x ) et (E 2 ), la relation (1) ci- 
dessus entraîne que : 

{«(£-£,)} + {■G(£-*£ 2 )} = {0} . 

Soit en G : 

*(£-£,) +R(E->E 2 ) = 0 

M c (£-£!) + M c (£-£ 2 ) = 0 . 

Par conséquent, les éléments de réduction en G du 
torseur des forces de cohésion pourront également 
s’exprimer par : 

R = R(Ë -» £,) 

„ _ • ( 5 ) 

M c =M c (E^E 2 ) 



Pour effectuer les calculs pratiques de R et de 
M a on pourra donc utiliser, soit les relations (4), soit 
les relations (5). Le choix dépendra uniquement de 
l’expression plus ou moins compliquée des éléments 
de réduction en G de | "B (£ -► ou de 

{t3(£^£ 2 )}. 




Considérons le repère 5t(G, x, y, z) lié à (S) tel que 
(G, 3c) soit confondu avec la normale extérieure en G 
à (S). 

H Normale extérieure signifie, perpendiculaire en 
G à (S) orientée vers l’extérieur de la matière de 
5a (£,). (G, y, z ) définit par conséquent le plan 
<ÿ) (P) de la section droite (S). 

{if Chaque fois que cela sera possible, et dans le but 
d’éviter des changements de base, nous choisirons 
y? (Sl 0 ) parallèle à (31) et ces deux repères seront 
toujours directs. Ce repère 31 (G, x, y, z) lié à la 
' section droite (S) sera appelé : repère de définition 
des sollicitations. 



2 . 2 . ÉTUDE DES COMPOSANTES 
ALGÉBRIQUES DANS (A) DES 
ÉLÉMENTS DE RÉDUCTION 



DE {-e coh }. 



Supposons connus, d’après les relations (4) ou (5) du 
paragraphe 1.3, les éléments de réduction en G du 
torseur des forces de cohésion de ( E 2 ) sur (£,) à 
travers la section droite (S) (fig.3.5). 




Mm COMPOSANTES DES 

ÉLÉMENTS mm RÉDUCTION 

' m m MÉfMtans. de - 

COHÉSION 



2 . 1 . DÉFINITION DU REPÈRE 
LOCAL LIÉ À LA SECTION 
DROITE (S) 



Considérons le tronçon (E { ) de la poutre (E) et soit 
*q{A, 3c 0 , v 0 , z 0 ) le repère lié à celle-ci (fîg.3.4). 



Nota : R et M c sont des fonctions de l’abscisse x de G. 




Définitions 




I l • Effort normal N : c’est la projection de R sur la 
Jj normale extérieure (G, x). 

ipf — » 

fi • Effort tranchant T : c’est la projection de 
R sur le plan de la section droite (G, y, z). 
m • Moment de torsion M, : c’est la projection de 

| M c sur la normale extérieure (G, x). 

■ - 

• Moment de flexion M f : c’est la projection de 

ft M g sur le plan de la section droite (G, y, z). 



Nous avons vu que G, centre de surface de la section 
droite (S) était repéré par son abscisse x dans 

(3t 0 ) : AG = x . x 0 . 



Par conséquent : 

http://frihoh.hlogspot.com/ 
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M c = M, + M f . 



47 






Modélisation, résistance des matériaux, notions d’élasticité 



Notons que T = T y . y + T z . z ; 

= M ft -y + M[ 2 .z. 
Par conséquent : 



• Les actions mécaniques de la liaison 4 — 1 sont modélisa- 
bles en A par le torseur -{ TE (4 — » 1 ) } : 



{T3(4 — 1 ) } 



| A(4 -t 1 ) 

, M,(4- 1) 



R = N. x+ T,, y + T z . z 
| M g — M t . x + M fr . y + M f . z 

N, T T z , M n Mf et M f sont les composantes 
algébriques de R et M c dans (3t). Ce sont des 
fonctions de l’abscisse x du centre de surface G de 
(S). 



2 . 3 . APPLICATION 



Une unité d’usinage est équipée d’une tête multibroche. La 
figure 3.6 représente à échelle réduite une de ces broches et 
plus particulièrement la commande et le guidage de l’arbre 
porte-mandrin 1. Unités utilisées : longueurs en mètres, 
forces en newtons. 

Cet arbre reçoit la puissance par un engrenage 2-3 à denture 
droite. Les actions de liaison de (3 -+ 2) sont modélisables 
en D par le torseur {T3(3 -► 2)} : 



{15(3 -► 2)} = 



\D( 3^2) 



tel que dans le repère 3t 0 : 



(TS(3-.2)} = 



0 0 
65 0 



d 1 — 200 0 j < ? 0 . yn- ?o) 



tel que dans le repère 3t 0 : 

f- 625 - 2,4-) 

{6(4-1)} = 0 0 

t 0 0 J (So-?o. ? o) 



(ces efforts sont les efforts réciproques des efforts de 
coupe). 



• L’arbre 1 est guidé en rotation dans le carter 0 par 
l'intermédiaire de deux roulements à billes : 

5 en C :12BC02 

6 en B :15BE32 . 



Le choix de ces roulements et le type de montage utilisé ont 
permis de modéliser les actions de liaison par les torseurs : 
{6(5- 1)} et {6(6-1)}. 



(6(5-1)} = 



fC(5-l) 



tel que dans 5t 0 : 

f 0 01 

{6(5- 1)} = - 85 0 | 

c I 240 0 J (% yo> ? o) 



unîtes : newtons et métrés. 



{■ 6(6 — 1 )} = 



B( 6- 1) 
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tel que dans 31 0 : 



L’équilibre de (£)) entraîne qu’en G: 



05(6-1» = 



625 0 ) 

20 1,2 l 

— 40 0,075 j a 0 . ?o> ?o) 



| R = - [D(3 -2) + C(6 - 1)] 

} M g = - [GE) a D(3 -2)+ G? A C (6 - 1)] 



unités : newtons et mètres. 

On donne à la figure 3.7 le schéma de 1, la modélisation de 
son guidage et les cotes. 

QUESTION 



Définir le torseur des forces de cohésion dans les sections 
droites de 1 entre O et A et construire les diagrammes des 
composantes algébriques des éléments de réduction en 
G des efforts de cohésion dans 1. 

RÉPONSE 

Considérons une section droite (S) de 1 et soit G 
d'abscisse v dans ( .‘K 0 ) le centre de surface de (S). Considé- 
rons le repère 31 (G, x , ÿ, z) de définition des sollicitations 
et soit (£)) le tronçon de 1 compris entre O et G. 

Etude de la zone OC : 0 s x < 0,015. 

Unités : newtons et mètres. 

L’équilibre de (£, ) entraîne qu’en G : 



(Notons que M c ( 6 -, 1) = Ô). 

Avec dans (31) = (31 0 ) : 

0,015 — x 
0 
0 



C( 6-1) 



0 

85 

240 



GÜ 



Donc dans (Si) : 



/? = 0.x+20._p-40.z 

M g = -2,4. x + (— 40 x + 3,6) jp + (— 20 * + 1,275) z. 



On en déduit les composantes algébriques des éléments de 
réduction en G des efforts de cohésion : 



N = 0 
T y = 20 ; 

T z = - 40 



M, = - 2,4 

= - 40 x + 3,6 
h 

M fz = -20x+ 1,275 



| R = ~D( 3^2) 

1m c = -G?aÔ(3-.2) 



Etude de la zone B A : 0,06 s x -c 0, 13. 
Unités : newtons et mètres. 

L’équilibre de ( E t ) entraîne qu’en G : 



(Notons que M D ( 3 -* 2) = 6). 
Avec dans (31) = (31 0 ) : 



| R = À (4 - 1 ) 

} M g = M À (4 - 1 ) + Gl a À (4 - 1 ) 



D ( 3 -, 2) 



0 

65 



GD 



x 

0,012 

0 



avec dans (31) = (31 0 ). 



1 — ~ 1 




-625 


AM4-1) 


-2,4 


Donc, dans (31) : 


-3(4-1) 


0 , 


0 , GA 




0 




0 



0,13 - x 

0 

0 



R =0.x-65.)l + 200 . z 
M g = - 2,4 . x + 200 x . y + 65 x . z . 



Donc dans (31) : 



On en déduit les composantes algébriques des éléments de 
réduction en G des efforts de cohésion. 



j R = - 625 . x + 0 . ÿ + 0 . z 
} M g = - 2,4 x + 0 . y + 0 . z . 



N — 0 

T y = -65 , 
7) = 200 



M t = - 2.4 

M, = 200 x 

h 

M fi = 65 x 



Etude de la zone CB : 0,015 ^ x 0,06. 
Unités : newtons et mètres. 



On en déduit les composantes algébriques des éléments de 
réduction en G des efforts de cohésion : 



N = - 625 
T y = 0 
T z = 0 



M, = - 2.4 
M f = 0 

Mf,- 0 



http://fribok.blogspot.com/ 
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La figure 3.8 donne les diagrammes des composantes algé- 
briques N, T f , T z , M r M f et M f fonctions de l’abscisse * de 
G. 



2 . 4 . RELATIONS ENTRE EFFORT 
TRANCHANT ET MOMENT 
DE FLEXION 

Soit une poutre rectiligne supportant des charges 
concentrées quelconques ainsi qu’une charge unifor- 
mément répartie définie par son coefficient de charge 
p (fig. 3.9). Nous choisissons p = Cte pour la simpli- 
cité des calculs, ce qui ne change rien au résultat. 




Exprimons en G, centre de surface d’une section 
droite, les éléments de réduction du torseur des 
forces de cohésion. 



Considérons une seconde section droite de centre de 
surface G' distant de A.x de G et donnons les 
nouveaux éléments de réduction en G' du torseur des 
forces de cohésion. Notons avant cela, qu’entre G et 
G' nous n’appliquons aucune charge concentrée. 

R' = R- pàx y 

M g , = M c + Gïf a R + p ^~ z 

Exprimons R = N.x+T y .y + T z .z. 

Notons que : 

ÂM C = M c . - M 0 = (fiG a R+ z. 

Soit : 

ÂM C = T z .àx y- T y .Axz +E^Lz . (2) 

On peut également exprimer la variation du moment 
A M c : 

A M g = A M, . x + A M f> . y + A M f _ . z . (3) 





D’après les relations (2) et (3), et après projection sur 

les axes du repère lié à la section, 1R(G, x, y, z) : 

http://fribon.blogspot.com/ 
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AM, = 0 
àM f = T z .Ax 



. A Mf z - — T y . Ax + 



p(Ax) 2 



3.2. UNITÉ 



La dimension d’une contrainte est le quotient de 
l’unité de force par l’unité de surface : 



Si Ax tend vers zéro, le terme 



p(Ax) 2 

2 



est un 



infiniment petit du second ordre que nous pouvons 
négliger. A la limite, et en employant l'écriture 
différentielle : 



[C] = [F]. [LY 2 . 

Dans le système légal, cette unité est le pascal : 
1 Pa = 1 N/m 2 . 



dM, 

J y 

dx 




d M fz 
dx 



( 4 ) 



Nota : Si nous n’avions pas choisi un coefficient de 
charge p = cte, le résultat aurait été identique, le 

terme p(x ) • * pouvant également être négligé. 



3 . VECTEUR CONTRAINTE EN 
UN POINT 



On utilisera le plus souvent son multiple : le méga- 
pascal 

1 MPa = 10 6 Pa = 1 N/mm 2 . 

On rappelle que 1 MPa = 10 bar. 



3.3. EXPRESSION DES ÉLÉMENTS 
DE RÉDUCTION EN G DU 
TORSEUR DES FORCES DE 
COHÉSION 



Les efforts de cohésion, dont on connaît les éléments 
de réduction en G, sont des actions mécaniques que 
le tronçon ( E 2 ) de ( E ) exerce sur (F,) à travers la 
section droite fictive (S). La loi de répartition dans 
(S) de ces efforts élémentaires est inconnue. Notons 

A/ l’action mécanique élémentaire au point M et 
AA l’élément de surface entourant ce point. Soit 
n la normale extérieure en M au plan de la section 
(S) orientée positivement vers l’extérieur de la 
matière de (F,) (fig.3.10). 



A f 




Fig. 3.10. 



3.1. DÉFINITION 



D’après la relation de définition (1) de la contrainte 
C(M, n ) on peut écrire : 



d/= C (M, n) .dS . 



On peut donc exprimer {T? coh } = 

G 

et dans la section droite S écrire que 






C(M, n) . d5 

GM a C(M, iî ) . d? 



(voir fig. 3.10). 



3.4. CONTRAINTE NORMALE à ET 
CONTRAINTE TANGENTIELLE 



On appelle vecteur contrainte en M, relativement à 
la surface élémentaire AS, orientée par la normale 
extérieure n, le vecteur noté C(M, n ) tel que : 



C (M, n ) = limite — = 
\s - o 



df 
d S 



0) 



Nous noterons, relation (1) que la contrainte est une 
grandeur vectorielle. Sa direction est généralement 
différente de celle de la normale extérieure orientée 
n à la facette AS (fig. 3.11). 

i On appelle contrainte normale <r la projection de 
C(M, n) sur la normale extérieure n. 

On appelle contrainte tangentielle f la projection 
de C(M, n) sur le plan de la facette AS. 



http://fribok.blogspot.com/ 
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Fig. 3.11. 



Supposons (flg. 3.11 ) que t désignede vecteur unitaire 
de la direction sur laquelle est projetée f. On peut 
alors écrire : 




o- et r sont alors les composantes algébriques de la 
contrainte C ( M , n) dans le repère (M, n, t ). 



Propriété 

En statique, nous avons mis en évidence le théorème 
des actions réciproques. 

Si 1 exerce sur 2 en A un effort noté A( 1 -► 2), alors 
réciproquement, 2 exerce sur 1 en A un effort noté 
A (2 -► 1 ). Ces deux efforts sont tels que : 

Â(1 -2) = - A( 2-1). 

En résistance des matériaux on peut écire en M 
centre de la facette orientée par n (voir jîg. 3.10) : 

d/X^-Ej) = C(M.n) dS. 

On écrirait de la même façon en M centre de la 
facette orientée par - n : 



3 . 5 . RÉCIPROCITÉ DES 
CONTRAINTES 

TANGENTIELLES. THÉORÈME 
DE CAUCHY 



Dans une poutre sollicitée de façon quelconque, 
considérons un prisme droit élémentaire de centre M, 
(fig. 3.12). 




Fig. 3.12. 



Les facettes de ce prisme droit sont rectangulaires et 
on définit pour chacune d’elles un centre et un 
vecteur unitaire de normale extérieure. 

Exemple : facette de centre M, de normale n l de 
surface d.Sj = d/ 2 x d/ 3 . 

Si d/,, d/ 2 , d/ 3 tendent vers zéro, on peut écrire : 
C(M h «]) = C(M, n x ) 

«,) = C(M, - n, ) 
et d’après la relation (3) ci-dessus : 

C(M. - if,) = - C(M, «]) . 



df (E 1 - E 2 ) = C(M, - n) dS . 

Si nous appliquons le théorème des actions récipro- 
ques : 

d7(£ 2 ^E 1 ) = -d/(E 1 ^E 2 ) 
soit en simplifiant par dS : 



Considérons les éléments de réduction en M du 
torseur {'Gi coh } des forces de cohésion qui s’exercent 
sur la facette de centre Af, : 



{13. coh} = 




C (M, n , ) d? 

MM X a C (M, n^ds 




C (M, n) = - C (M, - n ) 



C(M, - n) = - C(M, n) 



http://frihok.hlogspot.com/ 



On peut écrire les six torseurs de la même façon. 

• Le prisme de centre M est en équilibre, on peut 
donc écrire que la somme en M des six torseurs de 
cohésion qui s’exercent sur les six facettes est un 
torseur nul. 

coh } + {^2coh} +•••= {0} ■ 
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Ecrivons seulement l’équation des moments en grou- 
pant deux à deux les termes relatifs aux facettes 
opposées ; en effet : ds, = dsj 

[MM l a C(M, «,) ds + MM[ a C(M, - «,) ds] 

JJ dS, 

H =0 (3 termes) 



soit d'après la relation (3) : 

[MM { a C(M, «,) ds - MM\ a C(M , «,) ds] 



dSi 



H Ô (3 termes) 

on peut mettre C(M, «,) en facteur : 



M\ M l a C(M, «,) ds h =0 (3 termes) 

JJ dS, 

Considérons la projection des trois vecteurs de cette 
somme sur « 3 par exemple : 



(ÀfjÀf, a C{M, «,) ds) . n 3 

JJ dS, 



+ 



{M' 2 M 2 a C(M, n 2 ) ds) . « 3 

JJ dS2 



+ 



(M]M 3 a C ( M , k 3 ) ds) .« 3 =0. 



JJ dS 3 

Utilisons la propriété de permutation du produit 
mixte : 



(M[M U C (M, «,) ds, « 3 ) =(n 3 , MJM,, C{M, «,) ds) 



On peut donc écrire : 



Dans les facettes de surface dSj et dS 2 , les contraintes 
C(M, «,) et C(M, « 2 ) sont constantes 



C(M, «,) . « 2 



d/ ( ds 



C(M, n 2 ) . «) 



II 

JJ dS, 



d/ 2 ds = 0 . 



On peut en désignant par dV le volume du prisme 
élémentaire écrire que : 



d/i ds 

JJ dS, 
et donc : 



d/ 2 ds = dV 

JJ dSj 



C (M, /? | ) • n 2 = C(M, 5j) • n, 



(4) 



ou que : 




Cette relation traduit le théorème de Cauchy. 



En un point M d’une poutre, si on considère deux 
facettes perpendiculaires dont les sections sont 
orientées par les normales extérieures n 3 et 
n 2 auxquelles correspondent les contraintes 
C(M, ïi l ) et C (M, n 2 ), la projection de C(M, ff l ) 
sur n 2 est égale à la projection de C(M,b 2 ) sur 
n,. 



Notons que ces contraintes tangentielles doivent être 
disposées symétriquement par rapport à l’arête des 
facettes (fig. 3.13). 



U 



(« 3 a MJAf, ) . C ( M , «i ) ds 



dS, 



dS2 



(«3 A M' 2 M 2 ) . C (M, n 2 ) ds 



(«3 A MjM 3 ) . C{M, n 3 ) ds = 0 . 



dSj 



Les trois produits vectoriels s’expriment simplement : 



n 3 a M\M y = d/j « 2 



« 3 A ÀÂ 2 AÆ 2 — — d/ 2 « i 



« 3 A M 3 M 3 = 0 . 

Donc : 



dS, 



d/, ds C (M, «,) . « 2 



J 



dS; 



d/ 2 ds C (M, n 2 ) . « , = 0 . 




Fig. 3.13. 
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4a ÉTAT DE CONTRAINTE EN UN 
POINT. NOTIONS 
D’ÉLASTICITÉ PLANE 



4.1. LIMITES DE L’ÉTUDE 



L’élasticité plane concerne théoriquement les corps à 
deux dimensions ; plaques minces soumises à des 
forces extérieures situées dans leur plan. 

Ce cas limite peut être étendu à des corps dont les 
déformations s’effectuent parallèlement à un plan. 
Soit (O, x, y ) ce plan. On conçoit que les contraintes 
et les déformations en M(x, y, z ) sont indépendantes 
de z. 

L’étude se fait alors sur un corps d’épaisseur unité 
suivant z (fig. 3.14). 



Les trois facettes S, S x , S v sont infiniment petites et on 
voit que : 

S x = S cos <p et S v = S sin (p . 

Soit M le centre de surface de la facette S orientée par 
la normale n. Exprimons la contrainte C(M,n) en 
fonction de l’angle <p orientant la facette et des 
contraintes C(M,-x ) et C(M,-y) sur les deux 
facettes perpendiculaires. 

Soit ( E ) le prisme en équilibre. Traduisons cet 
équilibre par : 

= { 0 } . 

Soit pour la résultante : 

C(M,n)S+C(M,-x)S x 

+ C(M, -y)S y = 0. (1) 




4.2. EXPRESSION DE LA 

CONTRAINTE EN FONCTION 
DE L’ORIENTATION DE LA 
FACETTE 



Considérons un prisme droit (E) dont la section est 
un triangle rectangle élémentaire et dont l’épaisseur 
parallèlement à (O, z) vaut l’unité (fig. 3.15). 



Convention de signe pour les contraintes 

Nous allons adopter pour les contraintes normales et 
tangentielles une convention d’indice et de signe qui 
permet de respecter le théorème de Cauchy 
(fig. 3.16). 





C (M.-ÿ) 



n(R) 



x (R 0 



*(R 0 ) 



Fig. 3.15. 
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Fig. 3.16. 



Sur les deux facettes perpendiculaires au point M, 
construisons les deux contraintes C(M,x) et 
C ( M , y), x et y orientent les deux facettes. 

On peut écrire : 

C(M, x) = a xx + r xy 

avec pour convention d’indice : 

l rc indice = le vecteur unitaire de la normale exté- 
rieure à la facette. 

2 e indice = le vecteur unitaire de l’axe sur lequel 
est projetée la contrainte. 

Pour les contraintes normales, les deux indices sont 
toujours identiques, on n’en met qu’un seul. 
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Pour les contraintes tangentielles, les deux indices 
sont toujours différents. r xy signifie : contrainte tan- 
gentielle relative à la facette orientée par 3c (premier 
indice) et projetée sur y (2 e indice). 

On écrira donc (fig. 3.15) : 



4.3. DIRECTIONS PRINCIPALES 
ET CONTRAINTES 
PRINCIPALES 



C (M, - x) = cr _ x x + r_ xy y , 

De même : 

C{M,-y) — <7_ y y + r_ yx x. 
D’après le théorème de Cauchy : 



Une contrainte est dite principale lorsque sa direction 
est normale au plan de la facette. Sur la figure 3.15, la 
condition pour que C ( M , n) soit contrainte principale 
est que r nt = 0. Cette condition permet de définir 
l’angle < p pour qu’il en soit ainsi. Soit i p, cette valeur 
particulière de <p. D'après (3) : 



T = T 
- xy — yx * 

Nous avons vu au paragraphe 3.4 et d'après le 
théorème des actions réciproques que 



tan 2 tp 




( 4 ) 



C {M, — n) = - C (M, n) . 

On pourra donc écrire : 

C{M, - x) = - C(M, x) = - (tr x x + r xy y) 



L’équation (4) donne les deux directions principales 

7T 

perpendiculaires <p, et ip ] + — . Ces deux directions 

définissent le repère principal % x - (M, X, Y) tel 
que : <p,= (x, X). 



et donc pour l’équation (1) ci-dessus : 

(<r„n + r„,7)S-(<r x x + T xy y)S x 

- (tr y y + r yx x)S y = 0 . 

Projetons les vecteurs de cette équation sur les axes 
x et y de (3t 0 ) en remarquant que : 

n = cos (px + sin <py 

t = - sin (p x + cos i p y 
S x = S co s i p 
S y = S sin <p . 



Calcul des contraintes principales 

Remplaçons sin 2 <p et cos 2 <p en fonction de leur 
valeur dans les expressions (3) et en fonction de (4) : 



1 + tan 2 2 (p j (o- x - cr y ) 2 + 4 r* y 
tan 2 2 (p , 4t^ 

1 + tan 2 2 <p , (<r x - (r y ) 2 + 4T 2 xy 



On obtient alors : 



On trouve successivement : 



cr n cos<p - t sin <p — c x cos <p - T yx sin <p =0 
<r n sin tp +r nt cos <p - t xy cos <p - a y sin <p = 0 

Pour calculer cr„ et t„ , composantes, dans le repère 
Si = ( M , n, t) lié à la facette (5), de la contrainte 

C{M, n), on peut résoudre le système (2). Notons 
qu’il est commode d’utiliser les lignes trigonométri- 
ques de l’arc 2 < p. Posons r yx = t xy 
Exprimons C(M,n) dans (5t) : 



<r X 

a y 



< T x+<r y i 

2 + 2 
°’ v+ a y 1 

2 2 



\J (<* x- *r y Ÿ + 4 *1, 
yj (“*- “y ) 2 + 4 



(5) 



On montre également que cr x et cr Y sont les extre- 
mums de la fonction cr n ; pour cela il suffit d’écrire 

d ar n 2 r 

que — — = 0, ce qui donne tan 2 <p , = . 

d <P <r x - <r y 



(T r + (T v rr — cr 



C(M, n) 
dans (A) 



2 

a- - (r , 



■ cos 2 (p + r xr sin 2 <p 



(3) 



T„, = - 



^ ■ sin 2 <p + r xy cos 2 tp . 
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4.4. CONSTRUCTIONS 

GRAPHIQUES DE MÔHR 



Deux problèmes se posent successivement ; pour 
chacun d’eux, nous indiquerons : 

le procédé de calcul ; 

la construction graphique qui conduit plus rapidement 
au résultat. 

4.4.1. Premier problème 

Dans un repère initial qui n’a en général rien de 
particulier 3t 0 = (M, x, y) on connaît l’état de 
contrainte g„ cr y et r xy . Déterminer les directions 
principales et les contraintes principales. 



On remarque alors que : 

tan POS = T *— ■■ = 2?xy - = tan 2 <p x , 

(T x — <T y G x — G y . 

2 

donc : POS = 2 <p ,. 

D’où le repère principal en M : IRj = (M, X, Y). 
D’autre part, construisons le cercle de Môhr de 
centre O et de rayon R = OS : 




soit R = 1 (g x — G y ) 2 + 4 r xy . 



Procédé de calcul 

D’après les relations (3), (4) et (5) ci-dessus, on 
trouve : 

tan 2 <p ! = — , <p , = (x, X) . 

<r x ~ y 

= ( M , X, Y) est le repère en M des directions 
principales. 

Les contraintes principales g x et g y s’expriment 
alors par : 



g x = 



G y — 



G X + Gy 
2 

G x + Gy 
2 




yj (°-x-<7y) 2 + 4 T 2 xy 

\/( ( 7x-Gy) 2 + 4T^y 



Construction de Môhr(/Fg. 3.17) 
Sur (M, x) construisons 

MP=g x ; MQ = G y ; MO = 



Soit AB le diamètre du cercle de Môhr pris sur 

(A/, x). 

On remarque que : 

MA = MÔ + R, Wb = MO - R , 

soit 

MA = X+ 2 + 1 (G x -Gy ) 2 + 4T 2 xy = G X 

MB = yj ( G x - Gy ) 2 + 4 rly = G y 



4.4.2. Deuxième problème 

Supposons maintenant qu’au point M on connaisse 
les contraintes principales g x et g y ; par définition 
on sait que t xy = 0. Déterminer pour une facette 
orientée par n tel que (X, n) = <p les contraintes 
g n et T nt correspondantes. 



On aura donc : OP . 

2 

Parallèlement à ( M,y ) construisons PS = t xy 



Procédé de calcul 
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Contrainte tangentielle maximale 

D’après les relations (6), | r„, | est maximale quand 

sin 2 <p = 1 soit pour <p = ~ , 



Notons sur la figure 3.18 que sur ( M , X) les contrain- 
tes normales o-sont algébriques et que sur ( M , K) on 
lit les contraintes tangentielles (changées de signe). 



alors 




4.5. APPLICATION 



Construction du cercle de Môhr 

Notons a priori que dans les relations (5) : cr x > a Y . 
Sur l’axe principal (M, X) construisons (fig. 3.18) : 



MA = (t x 
MB = cr y 



MO 



a x + <Ty 

2 




X(R,) 



Dans un repère initial 3t 0 = (M, x, y) on connaît les 
valeurs des contraintes normales et tangentielles sur 
les facettes orientées par 3c et y (voir fig. 3.15). 

On donne : cr x = 1 , a y = 1, r xy = 2. 

Nota : Ces valeurs ont été choisies dans le but de 
simplifier les calculs. 

QUESTION 1 

Soit en M une facette orientée par n tel que (i, n) = tp. 
Exprimer la contrainte C(M, n ) par ses composantes 
ff, et T nl dans le repère associé SI = (M, n, t). 

RÉPONSE 

D’après les relations (3) : 

C(M,n) f tr„= 1 + 2sin2,p 
(SI) { t„, = 2 cos 2 <p 

QUESTION 2 

Déterminer le repère Slj = (M, X, F) des directions principa- 
les et calculer les contraintes principales & x et tr Y . 

RÉPONSE 



Le cercle de centre O et de diamètre AB a un rayon 
égal à : 




Soit en M une facette orientée par n tel que 

(X,n) = <P- 

Construisons par B la parallèle à « et soit C son 
intersection, avec le cercle de Môhr. 

Soit H la projection de C sur ( M , X). 

Calculons MH: 

MH = ~MÔ + OH 

a x + er Y <j x - a Y 
= ^ + 2 cos 2 <p = a K . 

Calculons HC : 

O’ y — CT y 

HC = ^ sin 2 «p = - r„, . 



D’après la relation (4) 

7T 

tan 2 <p , = oo , donc 2 <p , = — + kn . 



Directions principales j 

Contraintes principales 

D'après les relations (5) : 



7 T 




V 2 = ' 



3 77 




QUESTION 3 

Calculer la contrainte C(M, n) pour une facette orientée par 

n tel que (X, n) = ^ . 

4 



RÉPONSE 

D’après les relations (6) : 



C(M, n) = 1 
W \ t „, = 2 



Le cercle de Môhr permet de lire directement : 



( tr„ = MH— 

l r n, = ~HC' 



QUESTION 4 



Retrouvons le résultat précédent en utilisant la construction 
graphique de Môhr. 
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RÉPONSE (fig. 3.19) 

Le repère 31, = (M, X, ÿ) est connu ainsi que les contrain- 
tes principales correspondantes. 

Sur l’axe ( M , X) construisons : 

MÂ = tr x = 3 Â4B = tr r = -\. 




Le cercle de centre O et de dimaètre AB a pour rayon : 




Conclusion 

Cet exercice montre qu’à partir de la connaissance 
des contraintes sur deux facettes perpendiculaires, on 
peut déterminer graphiquement la contrainte sur une 
facette quelconque. 



4.6. RÉPARTITION DES 

CONTRAINTES. ELLIPSE DE 
LAMÉ 




Pour cela posons : 

n = cos <f X + sin ip Y 
t = - sin <p X + cos ip Y . 

Dans 31, C(M, n) s’écrit : 

C(M,n ) = <r n n + r nt 7 . 

Dans 3t[, C{M,n) s’écrit: 

C(M, n) = (o-„ cos <p - T nl sin <p ) X 

+ (cr n sin <p + r„, cos <p) Ÿ . 

Soit d'après (7) et après simplifications : 




Recherchons dans le plan, le lieu de l’extrémité du 
vecteur C(M, n). 

Ses coordonnées dans 31 1 = (M, X, Y) sont : 



C (M, n) 



X — o x cos <p 
Y = (t y sin (p . 



Supposons connues les directions principales 
3lj = (M, X, Y) ainsi que les contraintes principales 
correspondantes cr x et cr Y . 

Considérons une facette centrée en M et orientée par 
fi tel que (X, n) - (p. 

Les relations (6) du paragraphe 4.4 permettent 
d’écrire les composantes de la contrainte C{M,n) 
dans le repère 3t lié à la facette : 31 = (M, n, t ) 
Exprimons C(M,n) dans (31) : 




Nous allons effectuer un changement de base et 
exprimer les composantes de C(M, n) dans le repère 
principal % x = ( M , X, ?) (fig. 3.20). 
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Eliminons le paramètre <p en écrivant que : 
cos 2 i p + sin 2 ip = 1 soit 




Cette équation est l’équation de l’ellipse de Lamé 
dont les axes sont portés par les axes du repère 
principal (fig. 3.21). 
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Sa LOI DE HOOKE 



5 . 1 . RAPPEL DE RÉSULTATS 
EXPÉRIMENTAUX 



Dans un solide à l’état naturel, c’est-à-dire ne suppor- 
tant aucune charge on admet que les contraintes et les 
déformations sont nulles. 

Pour les matériaux tels que aciers, fontes, alliages... 
les métaux en général et à condition de rester dans le 
domaine élastique, nous admettrons que les contrain- 
tes sont proportionnelles aux déformations unitaires. 



5 . 2 . ÉTUDE DES DÉFORMATIONS 
LIÉES À L’EXISTENCE D’UNE 
CONTRAINTE NORMALE a x 



Considérons une plaque rectangulaire de faible épais- 
seur soumise à une extension selon une direction 
principale de contrainte (fig. 3.22). 



5 . 3 . EXTENSION ET 

COMPRESSION SUIVANT 
DEUX DIRECTIONS 
PERPENDICULAIRES 



Considérons une plaque rectangulaire soumise à des 
actions mécaniques réparties sur ses 4 faces perpendi- 
culaires au plan de la figure 3.23. 




Sur la face (S]) de centre A, les actions mécaniques 
extérieures se réduisent à un glisseur {T>,} tel que : 




avec F, = F l x . 




Fig. 3.22. 



De la même façon, sur les trois autres faces : 



C62} 

{■63} 




avec F 2 = — F 2 ÿ 



CM 




On observe dans la direction principale x un allonge- 
ment et dans la direction principale perpendiculaire 
y une contraction. 

On note : 




Le repère (O, x, y) est un repère principal et les 
contraintes S x et <j y sont des contraintes principales. 
Les déformations unitaires suivant x et y s’expriment 
par e x et e y . 

D’après le principe de superposition, la déformation 
globale est due, d’une part à l’effort normal d’exten- 
sion N , suivant 3c d’autre part à l’effort normal de 
compression N 2 suivant y 



avec 

a x = contrainte normale principale (en MPa) ; 
e x = allongement relatif suivant 3c (sans unité) ; 

Ê = module de Young (en MPa) ; 
e y = contraction suivant y (ou raccourcissement) 
(sans unité) ; 

v = coefficient de Poisson. Suivant les matériaux 
0,1 « v « 0,5. Pour les aciers on prend généra- 
lement v = 0,3. 



N\ = ||^i||; * 2 --|A|. 

• Exprimons les déformations e ]x et e, v dues à 

N 

suivant x : e, =■ — 

lx E 

suivant v: e ly = - ve } x = - v — 
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Exprimons les déformations e 2x et e 2y dues à 



N, 



suivant y : e 2y = — 

a y 

suivant x : e 2x = - ve 2y = -»/—. 

• Appliquons le principe de superposition pour écrire 
les déformations totales suivant 3c et suivant y : 

** x & y 

suivant x : e x = e x x + e 2x = — - v — 

x 

suivant y : e y = e x y + e 2y = - v — + — . 

Regroupons les résultats concernant les déforma- 
tions : 




( 1 ) 



A partir de ces relations, exprimons les contraintes : 



(«*+ Ve y) 



x -, 2 

1 - V 

E , , 

< T y = ~ 2 ( e y+ ve x) 

1 — V 



(n 



5.4. ÉTAT DE CISAILLEMENT PUR 

Nous avons vu au paragraphe 4.4.2 (relations 6) 
qu’en élasticité plane les contraintes normales et 
tangentielles relatives à une facette oreintée par 
n tel que (X, n) = <p s’expriment dans le repère 
5t = (Af, n, t ) par ; 

Exprimons C(Af, n ) dans (5t) : 



+ <r y cr x - cr Y 

a-n = r + ^ cos 2 <p 



Ÿ ; (O, X, Ÿ) étant alors le repère principal 

(fig. 3.24). 



il 
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Z 



Fig. 3.24. 



Supposons que les contraintes principales suivant 
X et suivant Y soient telles que cr Y = — cr x . 

Les relations (2) ci-dessus s’écrivent alors dans le 
repère 31 = (O, n, t) : 





CT — (T y 


C(M , n) 


a„ = cos 2 (p 


(3t) 


a X ~ a Y . _ 




T ni = j Sm 2 9 



. (3) 



Notons que pour une facette orientée par n, tel que 
( X , n) = <p et pour les valeurs particulières 



7 T 

*=±4 : 



<r„ = 0 et 



\T.,\ = O-, 



La construction graphique de Môhr permet de visuali- 
ser ce cas très particulier. Pour ip { = + ^ par exem- 
ple, (fig. 3.25). 




( 2 ) 



sin 2 <p 



MA = cr x 
MB = cr Y = — a x 

O" y H" (T y 

MO = — = 0 

2 

cr x et a Y sont les contraintes principales. 

Plaçons-nous dans le cas très particulier où et le cercle de Môhr de diamètre AB et de rayon 
cr Y — - cr x pour cela, considérons une plaque rectan- 
gulaire tendue suivant X et comprimée suivant 

http://frihoh.hlogspot.com/ 
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Alors, pour la facette orientée par n tel que 




De la même façon, pour la facette perpendiculaire 
orientée par n’ tel que (X, n') — <p 2 — - : 



Exprimons le module d’élasticité transversale (ou 
module de Coulomb) en fonction du module d’élasti- 
cité longitudinale E (ou module de Young). 

Nous venons de voir que : 

u x = - cr Y = t . 

Désignons par a les côtés du carré et du losange. Il 
existe entre la déformation relative des diagonales et 
l’angle y une relation que nous allons établir. Soit 
e x la déformation relative suivant X 



C(M, n') 

(—7) 




Si à l’intérieur de la plaque nous isolons un carré 
élémentaire ABCD de centre O, dont les facettes 
sont inclinées à 45° par rapport au repère principal, 
celui-ci est en équilibre sous la seule action d’efforts 
de cohésion tangentiels. Le carré ABCD se déforme 
et devient le losange A' B' C'D' (fig. 3.26). 



n’ V I / n 




e , = ^(l + „) = ^(l + ,). 

D’autre part : 

AA' = ay , A' A" = AA' cos 45° 
soit : A'A”*=ay (3) 

or d_d_ = e Jk -, donc A' A" = £ x a\/ 2.(4) 



En égalant (3) et (4) : y = 2 e x . 

T T 

Nous avons vu que : y = — et e x = — (1 + v). 

G E 

En éliminant t, -y et e x : 



G = 



E 

2(1 + v) 



Fig. 3.26. 

L’état de contrainte très particulier examiné ici est 
appelé état de cisaillement pur. 

Examinons la déformation de cisaillement pur dans le 
carré ABCD. Visualisons cette déformation en super- 
posant les deux figures du carré, avant et après 
déformation. Faisons coïncider pour cela les côtés 
CD et C'D' (fig. 3.27). 



5.5. LOI DE HOOKE GÉNÉRALISÉE 
EN ÉLASTICITÉ PLANE 



Regroupons les relations obtenues entre les contrain- 
tes et les déformations relatives. 

Expression des déformations relatives : 




La déformation relative s’exprime par y = ADA'. a y = ^ ( e y + 

D’après la loi de Hooke relative aux contraintes 1 — v 

tangentielles t : T = Gy . 



( 4 ) 



( 5 ) 



t = Gy 



Notons que les relations ci-dessus sont vraies, pour 
les axes principaux ainsi que pour des axes quelcon- 
ques. 

http://frihok.hlogspot.com/ 






Modélisation, résistance des matériaux, notions d’élasticité 



5 . 6 . PRINCIPE DE 

SUPERPOSITION DES EFFETS 
DES FORCES 



QUESTION 2 

Retrouver les résultats de la question précédente en utilisant 
la construction graphique de Môhr. 



Si n systèmes de forces extérieures indépendants 
provoquent séparément des déformations élastiques 
et des contraintes, leur application simultanée (à 
condition de rester dans le domaine élastique) 
provoquera des déformations élastiques et des 
contraintes qui seront les sommes géométriques des 
déformations et des contraintes prises séparément. 



Nous nous limiterons à cet énoncé, conséquence des 
démonstrations précédentes. Nous utiliserons très 
souvent ce résultat. 



RÉPONSE (fig. 3.28) 

• Pour p, = (X, n,) = 60" 

Construisons sur (M, X) : 

~MÂ = cr x = 300 (MPa) 

~MB = cr r = - 100 (MPa) 

CT v -+■ CT y 

MO = — — = 100 (MPa) . 

Construisons : ABC , = tp , = 60“ et //,, projection de 
C, sur X : 



On mesure : MH, = <r = 0 

- « i^i = t„,„ = - 173,2 (MPa). 



5 . 7 . APPLICATION 



Un état plan de contrainte est défini par les contrain- 
tes principales a x et a Y exprimées en mégapascal : 

cr x = 300 , a y = — 100 . 

QUESTION 1 

Calculer les composantes normales et tangentielles de la 
contrainte en Af sur une facette orientée par la normale 
n telle que : (X, n) = p. 

Dans les deux cas : 

p , — 60°, normale n, ; 
p 2 = — 30" , normale n 2 . 




RÉPONSE 

D’après les relations (6) du paragraphe 4.4, on peut calculer 
les composants de C(M, h) dans le repère 3t = (A/, n, t ) lié 
à la Facette lorsqu’on connaît les contraintes principales. 
Pour ( X , n,) = pj = 60’ : 



C(M,h ,)■ 



x + (r y a x — a y 
— + j 

CT y — CT y 

— : sin 2 p , 



cos 2 p ! 



• Pour p 2 = ( X , n 2 ) = — 30°. 

Construisons : ABC 2 = <p 2 = — 30' et H 2 projection de 
C 2 sur X : 

On mesure : MH 2 = a „ 2 = 200 (MPa) 

-^ 2 =D, 2 , 2 = 173,2 (MPa). 



QUESTION 3 



avec a x = 300 (MPa) ; <r_ r = — 100 (MPa) ; p, = 60°, on 
obtient : 



C(M, n,) 




= 0 

= - 173,2 (MPa) 



et pour ( X , h 2 ) = <p 2 = - 30° : 



Donner la représentation sur deux facettes orientées par 
n, et n 2 des deux contraintes C(M, ri, ) et C(M, n 2 ) ainsi que 
leurs projections dans le repère lié à chaque facette. Vérifier 
le théorème de Cauchy. 



RÉPONSE (fig. 3.29) 
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C(M, ri 2 ) 



<r n = 200 (MPa) 
t „2 t 2 = 173,2 (MPa). 



C(M, ri,) . ri 2 



= 173,2 (MPa). 



C(M, ri 2 ) . ri, = t „ 2 , 2 = 173,2 (MPa). 
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pales : ( M , X, Ÿ ) telles que (X, x ) = <p, les contrain- 
tes principales a x et a Y . 





Définissons les angles des directions de la rosette 

5.8. NOTIONS D’EXTENSOMÉTRIE (fig ' 331) ' 



Lorsqu’une pièce mécanique est sollicitée de façon 
complexe, aucune mesure ne permet de déterminer 
les contraintes dans le matériau ; par contre, il est 
toujours possible à l’aide de dispositifs amplificateurs 
appropriés de mesurer dans telle ou telle direction de 
la surface extérieure de la pièce, les déformations 
linéaires (extension ou compression). Ces dispositifs 
sont des jauges de contrainte ou plus précisément des 
extensomètres à fils résistants. Le principe en est que 
la variation relative de résistance R est proportion- 
nelle à la variation relative de sa longueur : 

AR . Al 

: r- t ■ 



Dans une direction définie par x : 



A / 
l 



Soit un point M de la surface extérieure non chargée 
de la pièce et soit (M, z) la normale extérieure à la 
surface, ( M , z ) est une direction principale : 
{M, z) = (M, Z), 




Nous avons vu qu’une contrainte normale cr x peut 
s’exprimer en fonction des contraintes principales 
cr x , (r y et de l'angle <p = ( X , 3c) 



Sur une telle surface, non chargée, il est possible de 
coller des extensomètres et de faire une étude plane 
des contraintes à la surface. Les paramètres qu’il faut 
déterminer sont : 

l’angle cp des directions principales ; 
les contraintes principales cr x et cr Y . 

Pour déterminer ces trois inconnues ( <p , cr x , a Y ) il 
est nécessaire d’avoir trois mesures suivant trois 
directions connues et d’exploiter les résultats. On 
utilise industriellement des « rosettes ». Une 
« rosette » est un ensemble de trois extensomètres 
dont les directions de mesure sont définies. 

On rencontre ainsi des rosettes à 120° ou des rosettes 
à 45° par exemple (fig. 3.30). 



cr x + a Y cr x - cr Y 

cr x = + cos 2 <p . 



( 6 ) 



• Pour la direction (M, y) avec l’angle <p + — , on 
notera en tenant compte que 
cos 2 ^ + y ^ = - cos 2 <p : 



+ a-, 



• cos 2 (p . 



( 7 ) 



-* 7 T 

• Pour la direction ( M,u ) avec l’angle <p + — , on 



Supposons qu’une rosette à 45° soit collée à la surface 
d’une pièce et que la lecture du résultat d’extensomé- 
trie dans les directions ( M , 3c) ; (M, y) ; ( M , u) 
donne e y , e u . A partir de ces trois résultats de 

mesure nous devons déterminer : les directions princi- " 

http://fribok.blogspot.com/ 



notera en tenant compte que 
cos = -sin2<p: 



cr y + cr. 



sin 2 <p . 



( 8 ) 
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Les relations contrainte-déformations (loi de Hooke) 
permettent d’écrire : 

E , 

a x =- 2 ( £ x + ve)\ 

1 — V* 

a y = yz~^2 ( e y + "**)• 

E , 

a x =7 2 ( e jr + ve y); 

1 - v i 

E / 

a Y - (e Y + ue x ) . 

1 — v 

Dans les équations (6), (7) et (8) ci-dessus, rempla- 
çons a x , <r v , a x et a Y en fonction des relations 
ci-dessus. 

On obtient : 



e x + e y s x - e y 
2 + 2 
e X + e Y e X ~ e Y 
2 2 

e x + e y £ x~ e y 
2 2 



cos 2 tp 
co s 2 ç> 
sin 2 (p . 



( 9 ) 

( 10 ) 

(H) 



Les équations (9), (10) et (11) ci-dessus constituent 
un système de trois équations à trois inconnues 
((p, e x ,e Y ). 

En additionnant membre à membre (9) et (10) on 
remarque que : 



e x + e y - £ x + e Y ! 

puis en soustrayant membre à membre (9) et (10) on 
remarque que : 

e x — s y = (e x — e Y ) cos 2 <p . 



6a CONDITIONS DE 
RÉSISTANCE 



6 . 1 . CONDITIONS THÉORIQUES 
DE RÉSISTANCE 



La résistance des matériaux permet, après avoir pris 
en compte un certain nombre d’hypothèses simplifica- 
trices de calculer les contraintes nominales maximales 
cr max ou r max que peuvent subir les pièces, tout en 
restant dans le domaine des déformations élastiques. 



Critère de Rankine 

La contrainte normale cr en tout point du matériau 
doit être inférieure ou égale à la contrainte limite 
élastique à l’extension a e (ou à la compression, 
lorsque c’est le cas et que celles-ci sont différentes) : 



cr Si cr e 



Critère de Guest 

La contrainte tangentielle r en tout point du matériau 
doit être inférieure ou égale à la contrainte limite 
élastique au glissement r e , déterminée par l’essai de 
torsion 



T =£ T 



e 



Ces deux remarques permettent de simplifier grande- 
ment les calculs. 

Les résultats de ceux-ci sont : 



tan 2 <p = 




e x+ £ y ~ 2 s u 
£ x~ e y 

e x + e e x - e 

1 + — 

2 2 cos 2 <p 

e x + e y B x~ £ y 

2 2 cos 2 <p 



6 . 2 . COEFFICIENT DE SÉCURITÉ 



Pour tenir compte d’un certain nombre d’incertitu- 
des ; incertitudes relatives à la composition réelle du 
matériau, à ses propriétés mécaniques, à la confor- 
mité de la forme de la pièce avec les hypothèses de la 
résistance des matériaux, ou même aux états de 
surface de la pièce ainsi qu’à son vieillissement ; les 
concepteurs sont conduits à adopter un certain coeffi- 
cient de sécurité 5 qui s’exprime par : 



REMARQUE 




ou 



r 



e 



S 



I . Aujourd'hui , un programme de calcul existe pour 

résoudre ces problèmes, mieux, le calculateur est le a- ^ et r p sont appelées contraintes pratiques alors que 

plus souvent couplé à la chaîne de mesure et donne cr e et t e sont les limites élastiques. 

directement le résultat. En construction mécanique : 1 ,2 =s .y =e 5 en général. 
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Notion de contrainte loi de Hooke 



6 . 3 . CONDITIONS RÉELLES DE 
RÉSISTANCE 



Les limites de contrainte que nous venons d’évoquer 
sont en fait théoriques et il existe bien des cas où les 
critères de résistance définis ainsi sont insuffisamment 
contraignants. Nous allons examiner successivement 
deux paramètres qui viennent restreindre sensible- 
ment ces conditions. 

— Les modifications brusques de section des pièces 

qui conduisent à adopter un coefficient k de concen- 
tration de contraintes. - 

— Les sollicitations périodiques qui introduisent la 
notion de fatigue du matériau et qui conduisent à 
utiliser une limite dite d’endurance <j D . 



6 . 4 . CONCENTRATION DE 
CONTRAINTES 



Lorsqu’une pièce mécanique présente un accident de 
forme : congé, filetage, trou de goupille, etc., la 
contrainte réelle, mesurée par photoélasticimétrie ou 
calculée en utilisant une modélisation basée sur les 
éléments finis est sensiblement plus grande que la 
contrainte nominale. Dès lors, on convient, pour une 
contrainte normale par exemple, d’écrire : 

. ^max réelle . 

k {k > 1) . 

^"max nominale 

k désigne alors le facteur théorique de concentration 
de contrainte. Précisons que ce facteur théorique ou 
coefficient, ne peut s’appliquer que si les charges sont 
statiques et si cr max réelle reste plus faible que la limite 
élastique. Notons également que pour une même 
pièce, présentant le même accident de section, k est 
différent suivant le type de sollicitation que supporte 
la pièce. Nous en prendrons un exemple (fig. 3.32). 



r 




Pour une pièce travaillant en extension 



\ d 

\d 

r \ 

/ \ 


0,4 


0,5 


0,6 
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0,1 
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2,8 


2,9 
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1,6 



Pour une pièce travaillant en flexion 



\ d 

\D 
r \ 

t \ 
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Pour une pièce travaillant en torsion 



\ d 
\D 
r \ 
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U 


1,15 


1,2 


1,3 



Nota : Les trois tableaux ci-dessus ne sont donnés qu’à 
titre d’exemple. Il existe des procédés de calcul, des 
abaques, etc. Tout bureau d’études doit posséder cette 
documentation. 



6 . 5 . RÉSISTANCE À LA FATIGUE 
OU ENDURANCE 



Connaissant pour une forme donnée et une sollicita- 
tion donnée le coefficient de concentration de 
contraine k, on écrira, pour une contrainte normale 
par exemple : 



Nous savons que les essais statiques (extension, 
torsion, etc.) permettent de définir deux zones de 
déformation pour un matériau : 



— la zone élastique qui permet la définition de la 
limite élastique (<r e ou r e ) ; 

— la zone plastique qui permet la définition de la 

avec o- max = o- maxnominale . limite de rupture (a r ou t,). 
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Modélisation, résistance des matériaux, notions d’élasticité 



Supposons qu’une pièce mécanique supporte des 
sollicitations variables provoquant des contraintes 
périodiques (extension-compression alternées par 
exemple). On peut montrer expérimentalement, à 
condition que l’amplitude, la fréquence et le nombre 
de sollicitations périodiques soient suffisants, que la 
rupture de la pièce intervient bien avant la limite 
statique de rupture et même que la limite statique 
d’élasticité. 

Un certain nombre d’essais caractéristiques ont été 
définis : 

essai de flexion plane ; 

— essai de flexion rotative ; 

— essai de torsion ; 

— essais divers sous contraintes combinées. 

Dans tous ces essais, trois paramètres sont pris en 
compte : 

— amplitude de la déformation ; 

— fréquence d’application des charges ; 

si- nombre de sollicitation (nombre de cycles). 

EXEMPLE 

Essai d’endurance sous amplitude constante. Courbe de 
Wôhler (fig. 3.33). 




Fig. 3.33. 



Citons ici l’essai le plus simple : 

Une éprouvette à section circulaire est soumise à des cycles 
d’efforts périodiques, d’amplitude et de fréquence constan- 
tes et on note le nombre de cycles N provoquant la rupture. 

Sur la courbe de Wôhler on peut distinguer deux zones. 

Zone I dite « zone de fatigue » où la rupture est atteinte 
après un nombre limité de cycles. Exemple : Pour une 
sollicitation périodique à contrainte maximale 
a = 300 MPa, la rupture se produit (avec une probabilité 
correcte) à N = 2 x 10 5 cycles. 

Zone II dite « zone d’endurance illimitée » où la rupture 
n’est pas atteinte avant un nombre très élevé de cycle, 
10 8 le plus souvent. 

Dans de nombreux cas on peut tracer une asymptote à la 
courbe de Wôhler. Cette asymptote permet alors de connaî- 
tre la limite d’endurance cr D . 

Suivant le matériau essayé, le passage de la zone I à la 
zone II est plus ou moins marqué. 

Exemples : 

— pour l’aluminium, la courbe de Wôhler ne présente pas 
de coude marqué et on ne distingue pas toujours une 
asymptote ; 

— pour l’acier, la courbe de Wôhler présente un coude très 
marqué et l’asymptote est très visible dès 10 6 ou 10 7 cycles. 
Présentons quelques résultats expérimentaux qui permettent 
de calculer cr D en fonction des caractéristiques des maté- 
riaux. 

Pour les aciers : 

cr D = 0,40 cr e + 0,25 cr r (Rogers) 
cr D = 0,32 a r + 121 (Brand) 

avec: cr e = limite d’élasticité (MPa) 

cr r — limite de rupture (MPa) 
o B = limite de fatigue (MPa). 

■ Condition de résistance à la fatigue 
* Dans les conditions données d’amplitude, de fré- 
quence, de nombre de cycles : 
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